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ABSTRACT
Q u a n t i t a t i v e  v e r i f i c a t i o n  o f  t h e  e x i s t e n c e  o f  s t a t i c  
a c o u s t i c  d i s p l a c e m e n t s  g e n e r a t e d  by a c o u s t i c  waves  
p r o p a g a t i n g  i n  s i n g l e  c r y s t a l  s a m p l e s  o f  i n t r i n s i c  s i l i c o n  
i s  p r e s e n t e d .  M e a s ur e me n t s  a r e  made o f  t h e  s t a t i c  
d i s p a l c e m e n t s  g e n e r a t e d  by 30 MHz a c o u s t i c  c o m p r e s s i o n a 1 
waves  p r o p a g a t i n g  a l o n g  t h e  [ 1 1 1 ) ,  [ 1 1 0 ] ,  and [ 1 0 0 ]  
c r y s t a l l i n e  d i r e c t i o n s .  From t h e s e  m e a s u r e m e n t s  t h e  
n o n l f n e e r i t y  p a r a m e t e r s  a r e  c a l c u l a t e d  and found t o  h a v e  
t h e  v a l u e  3 . 8 7  a l o n g  t h e  [ 1 1 1 ]  d i r e c t i o n ,  A . 23 a l o n g  t h e  
[ H O ]  d i r e c t i o n ,  and 2 . 1 3  a l o n g  t h e  f 1 0 0 J d i r e c t i o n .  T h e s e  
r e s u L t s  a r e  i n  a g r e e m e n t  w i t h  v a l u e s  o b t a i n e d  i n d e p e n d e n t l y  
from harmoni c  g e n e r a t i o n  and  p r e s s u r e  d e r i v a t i v e  
m e a s u r e m e n t s .  I m p l i c a t i o n s  o f  t h e  p r e s e n t  work t o  t h e  
t h e r mo d y n a m i c s  o f  s i n g l e  c r y s t a l s  a r e  d i s c u s s e d .
ACOUSTIC RAMAT I ON-INDUCED 
STATIC STRAIN IN SINGLE CRYSTAL SILICON
INTRODUCTION
N o n l i n e a r i t y  must  be  a c c o u n t e d  f o r  i n  o r d e r  t o  g i v e  a 
s t a t i s f a c t o r y  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  b e h a v i o r  o f  a s o l i d .  For
e x a m p l e ,  t h e r m a l  e x p a n s i o n , '  t h e  t e m p e r a t u r e  d e p e n d e n c e  o f
2 3
a c o u s t i c  v e l o c i t y ,  and o p t i c a l  r e c t i f i c a t i o n  a r e  a l l
n o n l i n e a r  p r o p e r t i e s  o f  a s o l i d *  To d e s c r i b e  t h e  n o n l i n e a r
b e h a v i o r  o f  s o l i d s  a t  t h e  m a c r o s c o p i c  L e v e l s  t h e  i n t e r n a l
e n e r g y  i s  a s s u m e d  t o  be  a f u n c t i o n  o f  t h e  L a g r a n g i a n  s t r a i n s .
The i n t e r n a l  e n e r g y  i s  u s u a l l y  e x p r e s s e d  as  a T a y l o r  s e r i e s
e x p a n s i o n  i n  t h e  L a g r a n g a i n  s t r a i n s  and t h e  c o n s t a n t
c o e f f i c i e n t s  o f  t h a t  e x p a n s i o n  a r e  i d e n t i f i e d  a s  t h e  Brugger
e l a s t i c  c o n s t a n t s .  I f  t h e  I n t e r n a l  e n e r g y  i s  expand ed  i n
t e r m s  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t  g r a d i e n t s ,  t h e  c o e f f i c i e n t s  a r e
r e f e r e d  t o  a s  t h e  Huang e l a s t i c  c o n s t a n t s  o r  p r o p a g a t i o n
c o n s t a n t s .  The p r e s e n c e  o f  t e r m s  h i g h e r  t h a n  s e c o n d  o r d e r
a r e  a t t r i b u t e d  t o  t h e  n o n l i n e a r  b e h a v i o r  o f  s o l i d s .
I t  i s  w e l l - k n o w n  t h a t  when an i n i t i a l l y  s i n u s o i d a l
f i n i t e  a m p l i t u d e  wave p r o p a g a t e s  t h r o u g h  a c o n t i n u u m  s e c o n d
and h i g h e r  h a r m o n i c s ,  w h i c h  grow l i n e a r l y  w i t h  t h e  d i s t a n c e
A _q
o f  p r o p a g a t i o n ,  a r e  g e n e r a t e d .  T h i s  phenonmenon i s  
o b s e r v e d  i n  l i q u i d s ,  g a s e s  and s o l i d s .  The a m p l i t u d e  o f  t h e
2
3s e c o n d  harmonic  i s  d i r e c t l y  p r o p o r t i o n a l  t o  the
n o n l i n e a r i t y  p a r a m e t e r  o f  t h e  medium. In s o l i d s  t h e
n o n l i n e a r i t y  p a r a m e t e r s  a r e  r e l a t e d  t o  t h e  g e n e r a l i z e d
1 0 , 2 7
G r u n e l s e n  p a r a m e t e r s .
Kecent  t h e o r e t i c a l  i n v e s t i g a t i o n s  o f  f i n i t e  a m p l i t u d e
a c o u s t i c  waves  i n  s o l i d s  h a v e  p r e d i c t e d  t h e  e x i s t e n c e
o f  a s t a t i c  d i s p l a c e m e n t  c omp o n en t  g e n e r a t e d  by the
f u n da m e n ta l  d r i v i n g  s i g n a l  i n  a d d i t i o n  t o  t h e  h a r m o n i c a l l y  
1 1 - 1 3g e n e r a t e d  o n e .  However , t h e r e  h a s  b e e n  no d i r e c t
e x p e r i m e n t a l  e v i d e n c e  o f  t h i s  a c o u s t i c  r a d i a t i o n - i n d u c e d  
s t a t i c  d i s p l a c e m e n t  u n t i l  v e r y  r e c e n t l y . 1^
The o b j e c t i v e  o f  t h e  p r e s e n t  r e s e a r c h  Is  t o  p r o v i d e  
f u r t h e r  q u a n t i t a t i v e  v e r i f i c a t i o n  o f  t h e  e x i s t e n c e  o f  t h e  
s t a t i c  a c o u s t i c  d i s p l a c e m e n t .  We do  t h i s  by m e a s u r i n g  t h e  
s t a t i c  d i s p l a c e m e n t  g e n e r a t e d  by an a c o u s t i c  c u m p r e s s i o n a l  
wave p r o p a g a t i n g  i n  s i n g l e  c r y s t a l  s a m p l e s  o f  i n t r i n s i c  
s i L i c o n  a l o n g  t h e  ( 1 1 1 ] ,  [ l l O j ,  and [ lOOj d i r e c t i o n s .
From t h e s e  m e as u re me n t s  t h e  pure  mode n o n l i n e a r i t y  
p a r a m e t e r s  o f  s i l i c o n  a r c  c a l c u l a t e d  and compared t o  v a l u e s  
o b t a i n e d  by o t h e r  m e t h o d s s ^
In s e c t i o n  11 t he  n o n l i n e a r  a c o u s t i c  wave e q u a t i o n  i s  
s o l v e d  t o  g i v e  t h e  r e l a t i o n s h i p  among t h e  a c o u s t i c  s t a t i c  
d i s p l a c e m e n t ,  t h e  n o n l i n e a r i t y  p a r a m e t e r s ,  and t h e  e n e r g y  
d e n s i t y  o f  t h e  p r o p a g a t i n g  w a ve .  The a n a l y s i s  a l s o  p r o v i d e s  
t h e  e x p e c t e d  s h a p e  o f  t h e  s t a t i c  d i s p l a c e m e n t  s i g n a l .  In 
s e c t i o n  I I I  t h e  e x p e r i m e n t a l  t e c h n i q u e  and p r o c e d u r e  a r c
4d e s c r i b e d  and i n  s e c t i o n  IV the  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  are  
g i v e n .  S e c t i o n  V d i s c u s s e s  i m p l i c a t i o n s  o f  t h e  p r e s e n t  
work t o  t h e  thermodynami cs  o f  s i n g l e  c r y s t a l s .  C a l c u l a t i o n s  
o f  g e n e r a l i z e d  G r u n e l s e n  p a r a m e t e r s  w i t h  t h e  a s s u m p t i o n  o f  
t h e  p r e s e n c e  o f  s t a t i c  s t r a i n  a r e  g i v e n  i n  a p p e n d i x  I*
II. THEORY
A- Fundament: a I s o f  t h e  t h e o r y  o f  f i n i t e  d e f o r m a t i o n .
In t h e  p r e s e n t  I n v e s t i g a t i o n  t h e  w a v e l e n g t h s  o f  the
a c o u s t i c  w a v e s  p r o p a g a t i n g  i n  t h e  s o l i d  s a m p l e s  a r e  l a r g e
c omp a re d  t o  t h e  i n t e r - a t o m i c  s p a c i n g  o f  t h e  s o l i d .  The
r a t i o  o f  t h e  i n t e r - a t o m i c  s p a c i n g  t o  t h e  a c o u s t i c  wave -
- 4L e n g t h  i s  o f  t h e  o r d e r  ID t o  1,  C o n s e q u e n t l y  t h e  s o l i d  
c a n  be a p p r o x i m a t e d  a s  an e l a s t i c  c o n t i u u m ,  and much  
I n f o r m a t i o n  c a n  be o b t a i n e d  from c o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  
t h e r m o e l a s t i c  p r o p e r t i e s  o f  such a c o n t i n u u m .
The t h e r m o e l a s t i c  t h e o r y  o f  s o l i d s ^ * f ^ b a s e d  
o n t h e  g e o m e t r y  o f  s t r a i n ,  and on t h r e e  p h y s i c a l  p r o ­
p o s i t i o n s :  The f i r s t  and s e c o n d  l a w s  o f  t h e r m o d y n a m i c s ,  
N e w t o n 1s s e c o n d  l a w ,  and t h e  r o t a t i o n a l  i n v a r i a n c e  o f  the  
s t a t e  f u n c t i o n s .  A c c o r d i n g  t o  t h i s  t h e o r y ,  t h e  e q u i l i b r i u m  
s t a t e s  d e p e n d  o n l y  on t h e  c o n f i g u r a t i o n ,  d e n o t e d  by x  ^ , 
and t h e  e n t r o p y  o r  t h e  t e m p e r a t u r e  p er  u n i t  mass  o f  t h e  
s o l i d s .  S u b s e q u e n t l y  t h e  s t a t e  f u n c t i o n s  u s e d  i n  t h e  
t h e r m o e l a s t i c  t h e o r y  a r e  t h e  H e l m h o l t z  f r e e  e n e r g y  pur u n i t  
m a s s  o r  t h e  i n t e r n a l  e n e r g y  per  u n i t  m a s s .  Through t h e  use  
o f  t h e s e  s t a t e  f u n c t i o n s  o t h e r  t h e r m o d y n a m i c  r e l a t i o n s ,  
s u c h  a s  t h e  s t r e s s - s t r a I n  r e l a t i o n  and t h e  wave e q u a t i o n .
6a r e  d e r i v e d .  T r a d i t i o n a l l y ,  Che s t a t e  f u n c t i o n s  are  
app rox i mat ed  by a s e r i e s  e x p a n s i o n  i n  t erms  o f  t h e i r  
in d e p e n d e nt  v a r i a b l e s ,  Thermodynamic r e l a t i o n s  a r e  t h e n  
d e r i v e d  from t h e s e  app rox i mat ed  s t a t e  f u n c t i o n s .  We f o l l o w  
t h i s  approach and o b t a i n  a n o n l i n e a r  e l a s t i c  wave e q u a t i o n  
f o r  s o l i d s .  From t h i s  n o n l i n e a r  wave e q u a t i o n ,  we show 
t h a t  a s t a t i c  s t r a i n  i s  g e n e r a t e d  by an a c o u s t i c  wave 
p r o p a g a t i n g  i n  a s o l i d .
in the  f o l l o w i n g  s e c t i o n s  we p r e s e n t  e l e m e n t s  o f  t h e  
t h e r m o e l a s t i c  t h e o r y  p e r t i n e n t  t o  our  s t u d y  o f  s o l i d s .
F i r s t  the f i n i t e  d e f o r m a t i o n  o f  s o l i d s  i s  d e s c r i b e d  by 
i n t r o d u c i n g  t h e  c o n c e p t  o f  t he  Lag ra n g i an  s t r a i n s .  The 
i n t e r n a l  energy  o f  s o l i d s  i s  then w r i t t e n  i n  terms o f  t he  
Lagrangian s t r a i n s .  U s i n g  t h e  i n t e r n a l  e n e r g y  e x p r e s s i o n  in  
Lagran ge ’ s e q u a t i o n ,  t he  f i r s t  o r d e r  n o n l i n e a r  wave e q u a t i o n  
i s  d e r i v e d .  The e q u a t i o n  d e s c r i b i n g  the  e l a s t i c  d i s p l a c e ­
ment due t o  t h e  p r e s e n c e  o f  an a c o u s t i c  wave i s  then  
o b t a i n e d  i n  t h e  l a s t  s e c t i o n  o f  t h i s  c h a p t e r .
1* The Lagrangian s t r a i n s .
Cons ide r  an e l a s t i c  contfnuum and l e t  a ^ - ( a ^ ,a^ , a ^ ) 
be t he  C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s  o f  a m a t e r i a l  p o i n t  In Lhe
s o l i d  a t  t i me  t in t he  u n s t r a i n e d  s t a t e .  Let  o
x - ( x p X 2 , x^ )  he C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s  o f  the  same 
m a t e r i a l  p o i n t  at  a l a t e r  t i me  t  i n  t h e  de formed s t a t e .
The d i s p l a c e m e n t  o f  a m a t e r i a l  p o i n t  i n  t h e  s o l i d  from i t s
7i n i t i a l  u n s t r a i n e d  s t a t e  t o  i t s  f i n a l  d e f o r m e d  s t a t e  i s
Under  a h o m o g e n e ou s  d e f o r m a t i o n  t h e  C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s  
i n  t h e  d e f o r m e d  s t a t e  i s
x i  " f l i + Ui j 3 j 1 [ 2 )
w h e r e  u ^  a r e  t h e  d i s p l a c e m e n t  g r a d i e n t s .
U s i n g  e q u a t i o n  ( 1 )  and e q u a t i o n  1 2 ) ,  t h e  s e p a r a t i o n  
b e t w e e n  t h e  p o s i t i o n  o f  a m a t e r i a l  p o i n t  i n  i t s  u n s t r a i n e d  
and s t r a i n e d  s t a t e s  becomes
rZ -  r o  " Ki x l  -  a i a l  -  2 n j k a j a k  • * 3 ’
where
" i j  '  “ l j  4 “ j i  + u k l u k j  1 • {<t>
a r e  t h e  L a g r a n g i a n  s t r a i n s .
The L a g r a n g i a n  s t r a i n s  c a n  a l s o  be  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  
o f  t h e  J a c o b i a n  e l e m e n t s  a s
n,  , -   ^( J,  . J.  . -  I , . ) , ( )l j  k i  k j  i j
where
3j  _ .. 2 k  ,  j
k t  ki
a r e  t h e  J a c o b i a n  e l e m e n t s ,  and
" u  - S a
a r c  t h e  usual  Kr on e c k e r  d e l t a s .
N o t i c e  t h a t  u n d e r  a f i n i t e  r i g i d  r o t a t i o n  o f  t h e  
m a t e r i a l
and t h e  L a gra n g i an  s t r a i n s  a r e  i d e n t i c a l l y  equa l  t o  z e r o .  
Thus t h e  L ag ra ng ia n  s t r a i n s  a r e  i n v a r i a n t  u n de r  a f i n i t e  
r i g i d  r o t a t i o n  o f  t h e  m a t e r i a l .  When t h e  s e c o n d  o r d e r  terms  
o f  t h e  d i ^ p l a c e m e n t  g r a d i e n t s  a r e  n e g l e c t e d  the  L a g r a n g i a n  
s t r a i n s  reduce  t o
€ i. i  '  ^  u u  ' u j i  ' ’ 19
wh i c h  a r c  the  I n f i n i t e s i m a l  s t r a i n  m e a s u r e s  i n  t h e  l i n e a r  
e l a s t i c  t h e o r y .
2 .  I n t e r n a l  e n e r g y  o f  a s t r a i n e d  s o l i d .
S i n c e  the  v e l o c i t y  o f  s ou nd  i n  a s o l i d  I s  s e v e r a l  
o r d e r  o f  magn i t ud e  l a r g e r  t h a n  t h e  r a t e  o f  h e a t
d i f f u s i o n ,  t h e  m a t e r i a l  d e f o r m e d  by a h i g h  f r e q u e n c y  sound  
beam i s ,  t o  a good a p p r o x i m a t i o n ,  d o n e  s o  a d i a b a t l e a l l y  . 
The s t a t e  f u n c t i o n  w h i c h  c h a r a c t e r i z e s  t h i s  d e f o r m a t i o n  
p r o c e s s  i s  t h e n  t h e  i n t e r n a l  e n e r g y .
The i n t e r n a l  e n e r g y  o f  a s o l i d  d e p e n d s  o n l y  on  t h e  
r e l a t i v e  p o s i t i o n s  o f  a l l  t h e  m a t e r i a l  p a r t i c l e s  and t h e  
e n t r o p y  p e r  u n i t  m a s s .  R e c a l l i n g  e q u a t i o n  13) we s e e  t h a t  
t h e  r e l a t i v e  p o s i t i o n s  o f  a l l  t h e  m a t e r i a l  p a r t i c l e s  In 
a s o l i d  a r e  c o m p l e t e l y  s p e c i f i e d  by t h e  I n i t i a l  
c o n f i g u r a t i o n  a^ and t h e  L a g r a n g i a n  s t r a i n s  , , 
A c c o r d i n g l y ,  t h e  i n t e r n a l  e n e r g y  o f  a s o l i d  i s
S i n c e  t h e  d e f o r m a t i o n  from t h e  i n i t i a l  c o n f i g u r a t i o n  
t o  t h e  f i n a l  c o n f i g u r a t i o n  I s  u s u a l l y  s m a l l ,  i t  I s  
c o n v e n i e n t  t o  e x p an d  t h e  i n t e r n a l  e n e r g y  a b o u t  t h e  i n i t i a l
d>(ai , n .  j , S ) ( 1 0 )
c o n f i g u r a t i o n  a^ i n  t e r m s  o f  t h e  L a g r a n g i a n  s t r a i n s  n 
To t h i r d  o r d e r  o f  t h e  L a g r a n g i a n  s t r a i n s .  
t  C, ., , n ,  ,n. ,n  o 1 jk lmn i j k l  ran (11)
a r e  t h e  B r u g g e r  f i r s t ,  s e c o n d ,  and t h i r d  o r d e r  e l a s t i c  
2 2c o n s  C a n t s .
N o t i c e  t h a t  s i n c e  t h e  L a g r a n g i a n  s t r a i n s  a r e  i n v a r i a n t  
u n d e r  a  f i n i t e  r i g i d  r o t a t i o n  o f  t h e  m a t e r i a l ,  t h e  
i n t e r n a l  e n e r g y  g i v e n  i n  e q u a t i o n  (11)  a l s o  s a t i s f i e s  t h e  
same  i n v a r i a n c e  p r o p e r t y .
The t h e r m o d y n a m i c  t e n s i o n s  o f  the  s y s t e m  a r e  d e f i n e d
1 8 -2 0a s
113)
U s i n g  e q u a t i o n  ( 1 1 )  and e q u a t i o n  ( 1 2 ) ,  t h e  t h ermodynamic  
t e n s i o n s  o f  a s o l i d  a r e  e x p r e s s e d  i n  t e rms  o f  t h e  
L a g r a n g i a n  s t r a i n s  as
N o t e  t h a t  i n  an I n i t i a l l y  s t r e s s  f r e e  c o n f i g u r a t i o n  t h e  
L a g r a n g i a n  s t r a i n s  i n  e q u a t i o n  U 4 )  v a n i s h ,  and
C , . -  0 . CIS)
We may t h us  w r i t e  t h e  i n t e r n a l  e n e r g y  o f  a s o l i d  w i t h
no i n i t i a l  s t r e s s  as
$  - tt C. .. , n. .n + \  C. ,, , n n n . ( 16 )x  I  t jkl  i j  k l  6 l j k l m n  i j  kl  mn
S i n c e  t h e r e  a r e  f o u r  i n d i c e s  f o r  the  s e c o n d  o r d e r
e l a s t i c  c o n s t a n t s  and s i x  i n d i c e s  f o r  t h e  t h i r d  o r d e r
e l a s t i c  c o n s t a n t s ,  t h e r e  a r e  a t o t a l  o f  81 s e c o n d  o r d e r
e l a s t i c  c o n s t a n t s  and 729 t h i r d  o r d e r  e l a s t i c  c o n s t a n t s .
F o r t u n a t e l y ,  t h e  c r y s t a l l i n e  symmetry o f  s o l i d s  r e d u c e s
18t h e  number o f  i n d e p e n d e n t  e l a s t i c  c o n s t a n t s .  For a 
c u b i c  c r y s t a l ,  such as  s i l i c o n ,  t h e r e  a r c  o n l y  t h r e e  
s e c o n d  o r d e r  e l a s t i c  c o n s t a n t s  and s i x  t h i r d  o r d e r  
e l a s t i c  c o n s t a n t s .
From e q u a t i o n  ( 4 ) ,  we s e e  t h a t  t h e  L a g r a n g i a n  s t r a i n s  
a r e  s y m m e t r i c .  T h e r e f o r e  o n l y  s i x  o f  t h e  n i n e  s t r a i n  
e l e m e n t s  ar e  i n d e p e n d e n t  o f  e ac h  o t h e r ,  U s i n g  t h i s  
symmetry  p r o p e r t y ,  we can s i m p l i f y  e q u a t i o n  ( 1 6 )  hy
c o n t r a c t i n g  t h e  s u b s c r i p t  n o t a t i o n  a c c o r d i n g  t o  t he  
V o i g t  (1928)  c o n v e n t i o n ,  In whi ch  one i n d e x  r e p l a c e s  a 
p a i r  o f  i n d i c e s  a c c o r d i n g  t o  t h e  f o l l o w i n g  scheme:
11 *1 2 2 — *2 33*™>3 2 3— *4 1 3 — *5 12— >6
U s i n g  the  V o i g t  n o t a t i o n  t h e  compLete s e t  o f  s e c o nd  and 
t h i r d  o rd e r  Bru g g er  e l a s t i c  c o n s t a n t s  f o r  c u b i c  c r y s t a l s  
r e d u c e s  to
C 11 ’ C 1 2  > C 1 3
and
^111 1 C1 12 ’ C113 ’ *"'144 1 C166 ’ C456
From t h i s  s ch eme ,  t h e  s e c o n d  and t h i r d  t erms  o f  t he  
i n t e r n a l  e n e r g y  can be w r i t t e n  i n  t h e  f o l l o w i n g  forms:
1 i
and
1
5  Ci j k l m n n i j nk l nmn
S S l l  ( n l l  + 22  ' n 3 3 J +
1 2  2 2
"^" n 3 3  ^  ^^   ^^  ^  ^  ^ ^ 11  ^ n 33 ( n 1 1 ^ ^  2  ^ ^
+ c 1^ 3 * n n n 2 2 n i 3 ) + C4 5 6 ^ n 12 * n 2 i 1 ( n 23  + n 32  1 ( n 31 +
2 2 2 2 
j ) J +  ^144 } x  ^ 2 J +  ^ * n 22 * n 3 1 + *"*13^  h
2 2 2 2 
n 3 3 * n l 2  + n 2 1 ^  * ' ^ I 6 6 ^ n 12 + It2 1 ^ n Xl + n 22  ^ +
2 2 2 2
 ^ ^3 2 ^^^2 2  n 33  ^ ^^31 ^ 1 3 ^ ^ ^ 3 3   ^ ^1 1 ^^ 117}
S i n c e  i t  i s  t h e  d i s p l a c e m e n t s  o f  t h e  m a t e r i a l  p o i n t s
t h a t  one  u s u a l l y  m e a s u r e s  i n  an e x p e r i m e n t ,  i t  I s
c o n v e n i e n t  t o  w r i t e  t h e  i n t e r n a l  e n e r g y  i n  t e r m s  o f  t h e
25d i s p l a c e m e n t  g r a d i e n t s .  To t h i r d  o r d e r
$  “ Z  A tjklu iju kl * 5  A ijklranu ljuk l ur,n • 11
whe re
d r y  d e f i n e d  a s  t h e  s e c o n d  and t h i r d  o r d e r  Huang e l a s t i c  
c o n s t a n t s  o r  t h e  p r o p a g a t i o n  c o n s t a n t s .  The r e l a t i o n ­
s h i p s  b e t w e e n  t h e  Huang and  B ru g g e r  e l a s t i c  c o n s t a n t s  
a r e  o b t a i n e d  r e a d i l y  by e l i m i n a t i n g  t h e  L a g r a n g i a n  
s t r a i n s  i n  e q u a t i o n  ( 1 6 )  i n  f a v o r  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t  
g r a d i e n t s .  S i n c e  a l l  t h e  a r e  i n d e p e n d e n t ,  t h e
c o e f f i c i e n t s  i n  e q u a t i o n  ( 16 }  and e q u a t i o n  ( I d )  must  
be e q u a l
Aijkl ’ t ijkl ■ (20)
^ijkimn - + ^ijnl km + ^jknm^im + ^ijklmn
I t  i s  n e c e s s a r y  t o  p o i n t  o u t  t h a t  i n  o b t a i n i n g  e q u a t i o n  
( 2 0 )  we have  I d e n t i f i e d  $ { u ^ j )  w i t h  $ ( n ^ j } *  T h e r e f o r e ,  
t h e  i n t e r n a l  e n e r g y  g i v e n  i n  e q u a t i o n  (1 t i ) i s  
r o t a t i o n a l l y  i n v a r i a n t .
R. The e q u a t i o n s  o f  m o t i o n .
Under  t h e  c o n d i t i o n s  f o r  wh i c h  t h e  a t t e n u a t i o n
and d i s p e r s i o n  a r e  n e g l i g i b l e  t h e  d i s p l a c e m e n t  f i e l d  of
an a c o u s t i c  wave i n  a c o n t i n u o u s  medium can be  d e r i v e d
2 &from L a g r a n g e ' s  e q u a t i o n
_ £ k  - - £ k  '  i t ,  -  0 t 2 i )
dt&Xj  ^ d x i
It
where  t h e  L a g r a n g i a n  o f  a s o l i d  i s
L =■ T / S V i  -  5  ( 2 2 »
i n  e q u a t i o n  ( 2 2 )  0^ i s  t h e  p a r t i c l e  v e l o c i t y  and p  i s  
t h e  u n s t r a i n e d  mass  d e n s i t y  o f  t h e  s o l i d .  S u b s t i t u t i n g  
e q u a t i o n  ( 2 2 )  i n t o  L a g r a n g e ' s  e q u a t i o n ,  we g e t
u L =: (23)
a a p u j j
U s i n g  e q u a t i o n  ( 1 8 )  i n  e q u a t i o n  ( 23 )  and c o l l e c t i n g  the  
d i s p l a c e m e n t  g r a d i e n t  t e r m s  up t o  s e c o n d  o r d e r  we
16
S i n c e  we a r e  c o n s i d e r i n g  p l a n e  waves p r o p a g a t i n g  In a 
g i v e n  d i r e c t i o n ,  we can s i m p l i f y  e q u a t i o n  ( 24 )  by 
i n t r o d u c i n g  a r o t a t i o n a l  t r a n s f o r m a t i o n  R
a . i: R ., a ,J j k  k
d e f i n e d  s u c h  t h a t  t h e  a ^ - a x i s  
wave p r o p a g a t i o n  d i r e c t i o n  .
S i n c e  t h e  e l a s t i c  e n e r g y  
f o r  a f i n i t e  r i g i d  r o t a t i o n  o f
(25 )
I s  o r i e n t e d  a l o n g  the
i s  a s c a l a r ,  we may w r i t e  
t h e  m a t e r i a l  t h a t
4 ( n l  , $ < n )  ,  4 t H J 1 Kcl<n Ji; ( 2 6 )
or
, n , k + 4 - C ,  R. A  (27 )* z i j k t  1 j  let 6 i j k t m n  i j  k t  mn
In t erms  o f  the  Huang e l a s t i c  c o n s t a n t s  we o b t a i n
$  = - 4 * £ j ' i * . U j  .u, . r A. . u . .{j, -_u__ ■ {28  )T 2 i j k t  1 j  kt  6 i j k t mn i j  k t  mn
The e l a s t i c  c o n s t a n t s  i n  t h e  i n i t i a l  c o o r d i n a t e  frame  
a r e  r e l a t e d  t o  t h o s e  i n  t h e  r o t a t e d  c o o r d i n a t e  frame by 
t h e  f o l L o w i n g  t r a n s f o r m a t i o n s :
Ci j k t  = Ri p Hj q Rk r Rt s Cp q r s
17
and
C, * = K, R . R. IF K R C . ( 29)I j k t m n  I p  j q  kr  t a  mu nv p q r s u v
The r e l a t i o n s h i p s  b e t w e e n  t h e  Huang e l a s t i c  
c o n s t a n t s  and t h e  Brugger  e l a s t i c  c o n s t a n t s  i n  t h e  
r o t a t e d  c o o r d i n a t e  a r e  t h e  same a s  t h o s e  g i v e n  i n  
e q u a t i o n  ( 2 0 )  e x c e p t  r e p l a c e d  by  ,
c i j k t  h * c i j k t -  B t c '
The wave  e q u a t i o n  i n  t h e  r o t a t e d  c o o r d i n a t e  frame
1 s
2 -
o u ,  - ( 5. „ + A, d Uk . (30)U k t  i j k t m n ^ -
n j  t
F o r  a p l a n e  wave w i t h  p r o p a g a t i o n  d i r e c t i o n  p a r a l l e l  
t o  t h e  a ^ -  a x i s
2 -
/ o u .  -  ( A( i . ,  ) d  Uk . ( 3 1 )"o 1 i l k l  i l k l m U -   ^ „
4fll
27 2ftTo s i m p l i f y  e q u a t i o n  ( 3 1 )  we d e f i n e  t h e  m a t r i c e s  *
*ilk! " Dik
1H
and
Allklml = Ulkm * ( 32
U s i n g  t h e s e  d e f i n i t i o n s  t h e  wave  e q u a t i o n  s i m p l i f i e s  t o
-  d Gko u .  - { ! ) , . +  Dt , — -  )  _  (13)r °  i tk ikm
1 ^ I 2
e l
S i n c e  I i s  a s y m m e t r i c  m a t r i x ,  a n  o r t h o g o n a l  
t r a n s f o r m a t i o n  K i s  g u a r a n t e e d  t o  e x i s t  such  t h a t  
^kq ^q r^r l  d i a g o n a l i z e d . D e f i n i n g  s u c h  a 
t r a n s  format  i o n  by
u, = S, P , C 3^!k kq q ’
and a p p l y i n g  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  t o  e q u a t i o n  (33}  we g e t
o S }s. i?pq .-I., «. ai pqpi iq —  ^ ^
2,
S " ' Ul k  Sk r Sm ~  — 2 p i  i m  s i -  A-Z
**1  d a l  , (35J
where  the  s u p e r s c r i p t  - 1  d e n o t e d  t h e  i n v e r s e  
t r a n s f o r m a t i o n - S i n c e  S i s  o r t h o g o n a l ,
i y
Sp i Ui k Skq J^f^pq * ( 3 6 )
and t h e  wave e q u a t i o n  ( 3 5 )  b e c om e s
a ? -   ? + y
n  q q 7 T ?  ^ r s
1
where
2„
a Pr a 1’*
vww
a - 2  11 i r  i r 2  ’ ( 3 7 )
Mq  '  ^ q i ^ i k ^ k q  ( 3 8 )
a r e  the  e l g n v a l u e s  f o r  t h e  m a t r i x  and
if ^  -  S ' J d . .  s.  S ( 3 4 )r qrs  q i  1km kr ms
a r e  known l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  o f  t h e  s e c o n d  and t h i r d  
o r d e r  e l a s t i c  c o n s t a n t s .  E q u a t i o n  ( 3 7 )  i s  e x a c t  
t h r o u g h  t h e  l o w e s t  o r d e r  n o n l i n e a r  t e r m s .  A 
s t r a i g h t f o r w a r d  p e r t u r b a t i o n  c a l c u l a t i o n  shows  t h a t  t he  
mutua l  r e s o n a n t  t e rms  ( i . e .  t h o s e  s u c h  t h a t  t h e  i n d i c e s  
r - q - s  ) a re  s e v e r a l  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  l a r g e r  t h an  t h e  
r e m a i n i n g  n o n r e s o n a n t  t e r m s .  K e e p i n g  o n l y  t h e  mu t u a l  
r e s o n a n t  t e r m s ,  we f i n d  t h a t  t h e  e q u a t i o n  o f  m o t i o n  
f o r  a p l a n e  wave  w i t h  p r o p a g a t i o n  d i r e c t i o n  a l o n g  t h e  
a ^ -  a x i s  be c om e s
In  e q u a t i o n  { 4 0 )  t h e  r e p e a t e d  j ' s  a r e  not  summed.  The  
i n d e x  j s p e c i f i e s  t h e  p o l a r i z a t i o n  d i r e c t i o n  o f  an 
a c u u s t i c  w a v e .
Now l e t  u s  r e w r i t e  t h e  n o n l i n e a r  wave e q u a t i o n  i n  
t h e  form
,  * i  « t , Vrn , i l l
T ?  e 0  m j  * a , ’ y ^ f  • 141 >
and d e f i n e  t h e  a c o u s t i c  n o n l i n e a r i t y  p a r a m e t e r s  f o r  s o l i d s  
by 10
Jj, .  j ! i i i  , ( 4 2 )
J M- i
and t h e  i n f i n i t e s m i a l  a m p l i t u d e  wave  v e l o c i t y  f o r  s o l i d s  
by
c .  -  . ( 43 )
j  f o
W i t h  t h e s e  d e f i n i t i o n s  t h e  n o n l i n e a r  wave  e q u a t i o n  
s i m p l i f i e s  t o
21
f c
Jt 2 j \  \ / » s 2
( 4 4 )
The n o n I i n e a r i t y  p a r a m e t e r s  f o r  an a c o u s t i c  wave  
p r o p a g a t i n g  a l o n g  t h e  [ 1 1 1 ] ,  f 1 1 0 ] ,  and [lOUj d i r e c t i o n s  
o f  a c u b i c  c r y s t a l  are  g i v e n  i n  t a b l e  ( 1 ) .  I t  I s  
i m p or t an t  t o  p o i n t  out  t h a t  w h e n -  0 t he  n o n l i n e a r  
wave e q u a t i o n  r e d u c e s  t o  t h e  l i n e a r  wave  e q u a t i o n
*2 p 2 p
 J _ c 2. — J (45 )
i c 2 J Js?
W r i t i n g  e q u a t i o n  145)  In t h e  form
( J —  c . i -   ^ ( i ~  .  c , 4 -  Ip - i ,46
J a s j b t  /  2
we r e a d i l y  s e e  t h a t  f o r  an  a c o u s t i c  wave p r o p a g a t i n g  
in  t h e  p o s i t i v e  c o o r d i n a t e  d i r e c t i o n  an  a p p r o p r i a t e  
form o f  t h e  l i n e a r  wave e q u a t i o n  i s
i t  J i a ^  1
* J !ii n  which  t h e  p a r t i c l e  v e l o c i t y  J , t h e  d i s p l a c e m e n t  
i p i
g r a d i e n t s  J a r e  d i r e c t l y  p r o p o r t i o n a l  t o  e a ch  o t h e r ,  
* 5 i
12
O
Table (1)
2'i
In  o r d e r  t o  o b t a i n  a c o r r e s p o n d ! n g  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n
t h e  p a r t i c l e  v e l o c i t y  and t h e  d i s p l a c e m e n t  g r a d i e n t  f o r
t h e  c a s e  o f  n o n z e r o   ^ , we a s su me  t h a t  t h e  p a r t i c l e
v e l o c i t y  can be  e x p r e s s e d  a s  a f u n c t i o n  o f  t h e
3 7d i s p l a c e m e n t  g r a d i e n t s  i n  t h e  form
( & )
w h e r e  f  I s  some c o n t i n u o u s  d i f f e r e n t i a b l e  f u n c t i o n  o f
. D i f f e r e n t i a t i n g  e q u a t i o n  ( 48 )  w i t h  r e s p e c t  t o  
t i m e  t  g i v e s
i 49a  }
w h i l e  d i f f e r e n t i a t i n g  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  L a g r a n g i a n  
c o r r d i n a t e  a^ g i v e s
t ±
A t  Ja E ' - &
<49b;
K e re  f 1 d e n o t e s  d i f f e r e n t i a t i o n  o f  f  w i t h  r e s p e c t  t o
. S u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n  (49b)  i n t o  e q u a t i o n  ( 4 9 a )
we g e t
c ompar i ng  e q u a t i o n  (50)  w i t h  t h e  n o n l i n e a r  wave e q u a t i o n  
(44)  we o b t a i n  t h e  i d e n t i t y :
I n t e g r a t i n g  e q u a t i o n  ( 51 )  w i t h  r e s p e c t  t o i l ^ / i a ^  and 
r e c a l l i n g  t h a t  £ ’ =■ i P ^ / i t  , we o b t a i n  t h e  r e l a t i o n s h i p  
b etween  t h e  p a r t i c l e  v e l o c i t y  and t h e  d i s p l a c e m e n t  
g r a d i e n t  f o r  a n o n l i n e a r  wave e q u a t i o n  i n  t h e  f o r m
- H A 1 -  ^ - J J 2 ■ 1521
*  t  “  j a  1 J
The I n t e g r a t i o n  c o n s t a n t  i n  e q u a t i o n  ( 5 2 )  I s  o b t a i n e d  
f o r  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  t h e  p a r t i c l e  v e l o c i t y  i s  z e r o  
when t h e  d i s p l a c e m e n t  g r a d i e n t s  i s  z e r o .  S o l v i n g  
e q u a t i o n  ( 5 2 )  f o r  i  and e x p a n d i n g  t h e  r e s u l t  t o
t h e  s e c o n d  power o f  t h e  p a r t i c l e  v e l o c i t y  we o b t a i n
C, S t a t i c  d i s p l a c e m e n t  g e n e r a t e d  by an a c o u s t i c  wave  
p r o p a g a t i n g  i n  a s o l i d .
The p a r t i c l e  v e l o c i t y  s o l u t i o n  o f  t h e  n o n l i n e a r  
wave e q u a t i o n  ( 44 )  s u b j e c t  t o  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  
t h a t
s i  nti)t ( 54 )
o
IS
a t  a ^ - 0  h a s  b e e n  s o l v e d  by  F u b i n i * Hi s  s o l u t i o n  i s  
w r i t t e n  i n  t h e  forir
j  ^ j \ sin(wt-ka. ) +
t  i  i  t  }o
J l l f c
4 w t  j o c j  J
a ^ s l n 2 ( w t - k a j ) . (55 )
Let  Q be a q u a n t i t y  whLch i s  a f u n c t i o n  o f  t i m e  and  
m a t e r i a l  c o o r d i n a t e  a^ , We d e f i n e  t h e  t i m e - a v e r a g e  o f  
(J by
^  Q )  -  1 im ~y  [  Q( t ' , a
t —> J  o
) d t ' . ( 56 )
U s i n g  t h e  F u b i n i  s o l u t i o n  i n  e q u a t i o n  ( 5 3 )  and t i m e  
a v e r a g i n g  t h e  r e s u l t s ,  we f i n d
( 57>
2 b
E q u a t i o n  (57)  c a n  a l s o  be w r i t t e n  i n  t e r m s  o f  t h e  
e n e r g y  d e n s i t y  o f  t h e  a c o u s t i c  wave  i n  t h e  f o r m
< f ! * >  ■ ( 5 8
S a i
w h e r e
< E >
For  a s o l i d  w i t h  n o n z e r o  e q u a t i o n s  ( 5 7 )  and ( 5 8 )  
p r e d i c t  t h e  e x i s t e n c e  o f  an a c o u s t i c a l l y - i n d u c e d  s t a t i c  
s t r a i n  a cco mp a ny i ng  t h e  p r o p a g a t i o n  o f  an a c o u s t i c  wave  
i n  a  s o l i d .
E q u a t i o n s  (57)  and ( 5 8 )  a r e  o b t a i n e d  f o r  a 
c o n t i n u o u s  wave p r o p a g a t i n g  i n  a s e m i - i n f i n i t e  h a l f  
s p a c e .  I n  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n ,  h o w e v e r ,  a g a t e d  
a c o u s t i c  p u l s e  or  t o n e b u r s t  I s  p r o p a g t e d  t h r o u g h  a 
s a m p l e  o f  f i n i t e  s i z e .  Let  u s  c o n s i d e r  t h e  t h e o r e t i c a l  
i m p l i c a t i o n  o f  such a n  e x p e r i m e n t a l  s i t u a t i o n .  C o n s i d e r  
a n a c o u s t i c  t o n e b u r s t  o f  l e n g t h  L,  a m p l i t u d e  , and  
f r e q u e n t l y  f  a s  shown i n  t h e  t o p  p a n e l  o f  f i g u r e  ( 1 ) .
The e n e r g y  d e n s i t y  o f  t h e  a c o u s t i c  s i g n a l  i s  n o n z e r o  
o n l y  w i t h i n  t h e  s p a t i a l  e x t e n t  o f  t h e  t o n e b u r s t .  Hence  
t h e  a c o u s t i c a l l y - i n d u c e d  s t a t i c  s t r a i n  i s  d e f i n e d  o n l y  
w i t h i n  t h a t  r e g i o n  o f  s p a c e  a s  shown i n  p a n e l  ( b )  o f  
t h e  f i g u r e .  I f  the  m e a s u r e m e n t  t e c h n i q u e  u s e d  i n
21
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m e a s u r i n g  t h e  a c o u s t i c  s i g n a l  i s  s e n s i t i v e  t o  t h e  s t a t i c  
s t r a i n  a m p l i t u d e ,  t h e  s i g n a l  d e t e c t e d  w i l l  be a s q u a r e  
p u l s e  a s  shown.  In  our  e x p e r i m e n t  t h e  d e t e c t o r  u s e d  i s  
s e n s i t i v e  o n l y  t o  t h e  a c o u s t i c  d i s p l a c e m e n t  a m p l i t u d e .  
I n t e g r a t i n g  a l o n g  t h e  l e n g t h  o f  t h e  a c o u s t i c  p u l s e  g i v e s
From t h i s  e q u a t i o n  we s e e  t h a t  t h e  s t a t i c  d i s p l a c e m e n t  
a m p l i t u d e  i s  a r i g h t - a n g l e d  t r i a n g u l a r  p u l s e .  The  s l o p e  
o f  t h i s  s t a t i c  a c o u s t i c  d i s p l a c e m e n t  p u l s e  i s
s t a t i c  d i s p l a c e m e n t  a c c o m p a n y i n g  t h e  p r o p a g a t i n g  t o n e -  
b u r s t  I n s i d e  t h e  s o l i d ,  when t h i s  d i s p l a c e m e n t  p u l s e  
r e a c h e s  t h e  f r e e  e nd  o f  t h e  s o l i d  i t s  a m p l i t u d e  d o u b l e s  
t o
( 6 0 )
( h i  )
E q u a t i o n  ( 6 1 )  g i v e s  t h e  d i s p l a c e m e n t  a m p l i t u d e  o f  t h e
( 6 2  )
i n  o r d e r  t o  s a t i s f y  t h e  s t r e s s  f r e e  s u r f a c e  bou ndary
2 9
c a n d i  t i o n ,
We s e e  f rom e q u a t i o n  ( 6 2 )  t h a t  t h e  s t a t i c  
d i s p l  a c em en t  i s  d i r e c t l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  n o n l i n e a r i t y  
p a r a m e t e r .  A p o s i t i v e  n o n l i n e a r i t y  p a r a m e t e r  p r o d u c e s  a 
p o s i t i v e  s t a t i c  d i s p l a c e m e n t  s i g n a l ,  w h i l e  a n e g a t i v e  
n o n l i n e a r i t y  p a r a m e t e r  p r o d u c e s  a n e g a t i v e  s t a t i c  
d i s p l a c e m e n t  s i g n a l .  H o s t  c u b i c  and i s o t r o p i c  m a t e r i a l s  
h a v e  p o s i t i v e  n o n l i n e a r i t y  p a r a m e t e r s  ,  ^  ^ H o w e v e r ,
7 8f u s e d  s i l i c a  h a s  a n e g a t i v e  n o n l i n e a r i t y  p a r a m e t e r .  * 
C o n s e q u e n t l y  f o r  mos t  s o l i d s  t h e  p r e s e n c e  o f  a n  
a c o u s t i c  wave  p r o d u c e s  a s t a t i c  e x p a n s i o n  w h i l e  f o r  
f u s e d  s i l i c a  t h e  p r e s e n c e  o f  an a c o u s t i c  wave p r o d u c e s  
a s t a t i c  c o n t r a c t i o n .
I l l ,  APPARATUS, PROCEDURES, AND SAMPLES.
A.  E x p e r i m e n t a l  c o n s i d e r a t i o n s .
The p r i ma r y  o b j e c t i v e  o f  t h e  p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n  i s  
t o  p r o v i d e  q u a n t i t a t i v e  c o n f i r m a t i o n  o f  t h e  e x i s t e n c e  o f  
t h e  a c o u s t i c a l l y  i n d u c e d  s t a t i c  d i s p l a c e m e n t s  by 
a c c u r a t e l y  d e t e r m i n i n g  t h e  v a l u e  o f  t h e  n o n l i n e a r i t y  
p a r a m e t e r s  a p p e a r i n g  In e q u a t i o n  ( 6 1 )  f o r  each sample  
u n d e r  s t u d y .  In o r d e r  t o  make such q u a n t i t a t i v e  
m e a s u r e m e n t s  b o t h  t h e  s l o p e  o f  t h e  a c o u s t i c  s t a t i c  
d i s p l a c e m e n t  and t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  fundamenta l  must  
be d e t e r m i n e d  a b s o l u t e l y .  We n o t e  from e q u a t i o n  (61)  t h a t  
t h e  s t a t i c  d i s p l a c e m e n t  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  the  square o f  
t h e  f r e q u e n c y  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  w a ve .  Hence ,  a high  
f r e q u e n c y  f u n d a m e n t a l  s i g n a l  i s  p r e f e r r e d  f o r  b e t t e r  
s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o .  However ,  e q u a t i o n  (61)  i s  o b t a i n e d  
u n d e r  t h e  a s s u m p t i o n s  t h a t  a t t e n u a t i o n  and d i s p e r s i o n  c an  
be n e g l e c t e d .  T h u s ,  t o  a s s u r e  t h e  s u c c e s s  o f  the  
e x p e r i m e n t ,  c a r e f u l  c o n s i d e r a t i o n  i n  s e l e c t i n g  the  
f r e q u e n c y  r a n g e  f o r  t h e  measurement  i s  n e c e s s a r y ,  the  most  
i m p o r t a n t  c o n s i d e r a t i o n s  a r e  t h o s e  o f  pha se  c a n c e l l a t i o n  
e f f e c t s ,  a t t e n u a t i o n ,  and d i f f r a c t i o n .
3 0
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1. P h as e  c a n c e l l a t i o n  e f f e c t *
For s i m p l i c i t y  l e t  u s  c o n s i d e r  a p l a n e  wave  i m p i n g i n g  
on t h e  l owe r  s u r f a c e  of  a s p e c i m e n  a s  shown I n  f i g u r e  1 2 ) ,  
I f  t h e  a n g l e  o f  i n c i d e n c e  o f  t h e  a c o u s t i c  wave i s  s m a l l ,  
t h e  p h a s e  a n g l e  o f  t he  wave a t  p o s i t i o n  r r e l a t i v e  t o  
p o i n t  a can be  a p p r o x i m a t e d  by
r  s l i K e )  ( 6 3 )
where  (*) i s  the  f r e q u e n c y ,  and c i s  t h e  v e l o c i t y  o f  t h e  
a c o u s t i c  s i g n a l .  T h u s , we can e x p r e s s  t h e  s p a t i a l l y  
a v e r a g e d  a m p l i t u d e  o f  an a c o u s t i c  s i g n a l  i m p i n g i n g  a t
t h e  l o w e r  s u r f a c e  a t  t i m e  t  i n  t h e  formo
A - ^ j  Aq s i n i U t  + p ) d r
U s i n g  a t r i g o n o m e t r i c  i d e n t i t y  we can w r i t e
6 4 }
A - A s l n ( U t )O
f t
^ j  c o s ( p )  dr  t
A c o s ( t f t )  I s i n i p l  d r  . (65Jo t  J
C a r r y i n g  out  t h e  i n t e g r a t i o n  we o b t a i n
3 2
J ,
A
s i n^ £S  s i n e  J
sin(t*» t + s i n #  ) (6b
o fir s i n e
w he re
V i j
^ - ^ z i r r  , ( 6 7 )
when i s  s m a l l
—r- ~  ( 1 -  (t } s 1 il ( t ( 6 8 )
o
where
01 ~ ± m ( 6 9 )
and
4 -  a r t a n ^ S A j  , ( 7 0 )
From e q u a t i o n  ( 68 )  we s e e  t h a t  t h e  n o n p a r a l l e l i s m  o f  t h e  
s a m p l e  s u r f a c e s  i n t r o d u c e s  an a p p a r e n t  a t t e n u a t i o n  t o  
t h e  a m p l i t u d e  and a c h a n g e  i n  t h e  p h a s e  a n g l e  o f  t h e  
a c o u s t i c  s i g n a l .  An a c o u s t i c  wave  h a v i n g  a f r e q u e n c y  i n  
t h e  r a n g e  o f  a f ew MHz w i l l  h a v e  a w a v e l e n g t h  o f  a h o u t  
K T *  m f o r  m o s t  s o l i d s .  Thus  t o  a s s u r e  t h a t  t h e  a p p a r e n t
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a t t e n u a t i o n  “< o f  t h e  a c o u s t i c  s i g n a l  due t o  
n o n p a r a l l e l i s m  o f  t h e  s ampl e  s u r f a c e s  i s  w i t h i n  one  
p e r c e n t ,  fr must  be o f  t h e  o rd e r  o f  a few m i c r o n s .  I t  i s  
n o t  d i f f i c u l t  t o  a c h i e v e  p a r a l l e l i s m  w i t h  such  t o l e r a n c e s  
by c a r e f u l  p o l i s h i n g .  I t  d o e s ,  h o w e v e r ,  become  
i n c r e a s i n g l y  d i f f i c u l t  t o  p o l i s h  t h e  s u r f a c e s  t o  t h e  
t o l e r a n c e s  r e q u i r e d  when t he  f r e q u e n c y  o f  t h e  a c o u s t i c  
s i gn a L  i n c r e a s e s  t o  a bo u t  100 MHz.
I t  i s  i m p o r t a n t  t o  p o i n t  out  t h a t  the  n o n p a r a l 1 e l i s m  
o f  t h e  s ample  s u r f a c e s  d o e s  n o t  i n t r o d u c e  a s t a t i c  
component  i n t o  t h e  d e t e c t e d  s i g n a l .  F u r t h e r  t h e  
f r e q u e n c y  o f  t h e  a c o u s t i c  s i g n a l  r emai ns  i n v a r i a n t  
under  s uch  c o n d i t i o n .
2 . A t t e n u a t i o n  c o n s i d e r a t i o n .
S i n c e  a c o u s t i c  a t t e n u a t i o n  i s  n e g l e c t e d  i n  o b t a i n i n g  
e q u a t i o n ( b l  ) , we must  c h o o s e  t o  work in a f r e q u e n c y  
r an g e  where  a c o u s t i c  a t t e n u a t i o n  i s  not  s i g n i f i c a n t .
In g e n e r a l  a c o u s t i c  a t t e n u a t i o n  i n c r e a s e s  w i t h  i n c r e a s i n g  
f r e q u e n c y ,  and i n  t h e  MHz f r e q u e n c y  range i t  i s  
p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  s q u a r e  o f  t h e  f r e q u e n c y .  Thus to  
i g n o r e  t h e  e f f e c t  o f  a t t e n u a t i o n  we must work i n  t h e  
low MHz f r e q u e n c y  r a n g e .
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3.  D i f f r a c t i o n  c o n s i d e r a t i o n .
One o t h e r  e x p e r i m e n t a l  c o n s i d e r a t i o n  which  m u s t  be
a d d r e s s e d  i s  t h e  d i f f r a c t i o n  o f  t h e  a c o u s t i c  beam a s  i t
p r o p a g a t e s  away from t h e  t r a n s d u c e r .  S i n c e  t h e
t r a n s d u c e r  u s e d  i n  t h e  e x p e r i m e n t  i s  o f  f i n i t e  s i z e ,  t h e
a c o u s t i c  wave r a d i a t i n g  f r o m  t h e  t r a n s d u c e r  w i l l  s p r e a d
23o u t  s u b t e n d i n g  an a n g l e
= s i i r 1 { l . 22 t x )  , (711a 1
where  a i s  t h e  d i a m e t e r  o f  t h e  t r a n s d u c e r .  To m i n i m i z e  
t h e  d i f f r a c t i o n  a n g l e  a t r a n s d u c e r  w i t h  a l a r g e  d i a m e t e r  
must  be u s e d  i n  t h e  m e a s u r e m e n t .  We h a v e  c h o s e n  a  ^
i n c h  30 MHz t r a n s d u c e r  f o r  t h e  e x p e r i m e n t s .  The  
d i f f r a c t i o n  a n g l e  i s  c a l c u l a t e d  t o  b e  a b o u t  one  d e g r e e .  
The a p p a r e n t  a t t e n u a t i o n  d u e  t o  d i f f r a c t i o n  i s  t h e r e f o r e  
u n i m p o r t a n t  i n  t h e  p r e s e n t  e x p e r i m e n t  and no d i f f r a c t i o n  
c o r r e c t i o n s  a r e  u s e d .
36
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B, A p p a r a t u s  and m e a s u r e m e n t  t e c h n i q u e .
A b l o c k  d i a g r a m  o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  s e t u p  i s  shown 
I n  f L g u r e  ( 3 ) .  A g a t e d  30 MHz u l t r a s o n i c  s i g n a l  I s  
o b t a i n e d  by m i x i n g  a 30 MHz c o n t i n u o u s  RF s i g n a l  
g e n e r a t e d  by a H e w l e t t - P a c k a r d  606B s i g n a l  g e n e r a t o r  
w i t h  a s q u a r e  p u l s e  g e n e r a t e d  by a l o g i c / t i m i n g  u n i t .  
The r e s u l t i n g  RF p u l s e  I s  t h e n  f i l t e r e d  by an B MHz 
p a s s i v e  h i g h  p a s s  f i l t e r  t o  remove any l e ak a g e  o f  the  
g a t i n g  p u l s e  t h r o u g h !  t h e  m i x e r .  The a m p l i f i e d  RF s i g n  
i s  f e d  t o  a 13 MHz p a s s i v e  h i gh  p a s s  f i l t e r ,  and the  
f i l t e r e d  s i g n a l  i s  t h e n  u s e d  to  d r i v e  a 30 MHz narrow 
band L i t h i u m  N l o b a t e  t r a n s d u c e r  bonded t o  one end o f  
t h e  s a m p l e .
When t h e  t r a n s d u c e r  i s  e x c i t e d  by t h e  g a t e d  30 MHz 
e l e c t r i c a l  s i g n a l ,  f t  l a u n c h s  a 30 MHz g a t e d  a c o u s t i c  
wave i n t o  t h e  s a m p l e .  The u l t r a s o n i c  wave i s  d e t e c t e d  
a t  t h e  o p p o s i t e  end o f  t h e  sample by a c a p a c i t i v e  
t r a n s d u c e r .  The s i g n a l  from the  c a p e c i L i v e  t r a n s d u c e r  
i s  t h e n  f e d  e i t h e r  t o  t h e  30 MHz p r e a m p l i f i e r  f or  
f u n d a m e n t a l  d i  s p l a  c e m en t  a m p l i t u d e  meas urement s ,  or to  
t h e  l o w  f r e q u e n c y  p r e a m p l i f i e r  f o r  s t a t i c  a c o u s t i c  
d i s p l a c e m e n t  m e a s u r e m e n t s ,
S i n c e  t h e  f u n d a m e n t a l  s i g n a l  i s  a g a t e d  RF s i g n a l  
and t h e  s t a t i c  a c o u s t i c  s i g n a l  i s  a s h o r t  d u r a t i o n  
p u l s e ,  t h e  band w i d t h  o f  t h e  a m p l i f i e r  must he wide  
e n o u g h  t o  r e p r o d u c e  s h o r t  d u r a t i o n  a c o u t l c  t o n e b u r s t s .
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In o u r  e x p e r i m e n t  a broad band LNl model  3001 RF 
a m p l i f i e r  w i t h  a 40 dB g a i n  i s  u s e d  t o  a m p l i f y  the  
f u n d a m en t a l  a c o u s t i c  s i g n a l s ,  and a P r i n c e t o n  A p p l i e d  
K e a s e a r c h  model  113 l o w - f r e q u e n c y  ( 3 - 3 0 0  KHz) 
p r e a m p l i f i e r  i s  u s e d  t o  a m p l i f y  the  s t a t i c  a c o u s t i c  
d i s p l a c e m e n t  s i g n a l s .
1. U l t r a s o n i c  t r a n s m i s s i o n - r e c e i v i n g  a s s e m b l y  .
The a m p l i t u d e  o f  t h e  f u n d a men t a l  a c o u s t i c  wave 
g e n e r a t e d  by a l i t h i u m  n i o b a t e  t r a n s d u c e r  i s  t y p i c a l l y  
o f  t h e  o r d e r  o f  a few A n g s t r o m s .  The n o n l i n e a r i t y
p a r a m e t e r s  c a l c u l a t e d  from t h e  s ec ond  and t h i r d  o r d er
2 3e l a s t i c  c o n s t a n t s  t y p i c a l l y  ra ng e  from a v a l u e  of  
2 t o  20* A c c o r d i n g  to  e q u a t i o n  ( 6 0 ) ,  t h e n ,  t h e  s t a t i c  
a c o u s t i c  d i s p l a c e m e n t s  a r e  o f  t h e  o r d e r  10”  ^ A ng s t r o m s .
We s e e  t h a t  o u r  r e c e i v i n g  t r a n s d u c e r  n o t  o n l y  must have  
a wi de  f r e q u e n c y  bandwi dt h  but  a l s o  must  have  s u f f i c i e n t  
s e n s i t i v i t y  t o  d e t e c t  v e r y  s m a l l  a m p l i t u d e  s i g n a l s .  For  
t h i s  r e a s o n  a c a p a c i t i v e  t r a n s d u c e r  was c o n s t r u c t e d  t o  
r e c e i v e  t h e  a c o u s t i c  s i g n a l s  f o r  t h e s e  e x p e r i m e n t s .
tm sc
At)
a* M e c h a n i c s  1 p a r t s  o f  the  t r a n s m i s s i o n - r e c e i v i n g  
a s s e m b l y ,
A d i a g r am  o f  t h e  m e c h a n i c a l  p a r t s  o f  t h e  
t r a n s m i s s i o n  and r e c e i v i n g  a s s e m b l y  i s  shown Ln f i g u r e  (4 )  
The a s s e m b l y  c o n s i s t s  o f  an u l t r a s o n i c  wave  t r a n s m i s s i o n  
u n i t  and a s i g n a l  r e c e i v i n g  u n i t .
The s ample  r e s t s  on t he  o u t e r  ground r i n g  o f  t h e  
r e c e i v i n g  u n i t  so  t h a t  one end s u r f a c e  becomes  t h e  t o p  
p l a t e  o f  a p a r a l l e l  p l a t e  c a p a c i t o r .  The d e t e c t i n g  
e l e c t r o d e  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  r e c e i v e r  f or ms  t h e  o t h e r  
s u r f a c e  o f  the  p a r a l l e l  p l a t e  c a p a c i t o r .  The d e t e c t i n g  
e l e c t r o d e  i s  i s o l a t e d  from t h e  ground r i n g  by a g l a s s  
p l a t e .  A b i a s  v o l t a g e ,  about  50 v o l t ,  i s  a p p l i e d  a c r o s s  
t h e  p a r a l l e l  p l a t e  t o  c r e a t e  an e l e c t r i c  f i e l d  in  t h e  
gap s p a c i n g .  T h e r e f o r e ,  when t h e  a c o u s t i c  s i g n a l  I m p i n g e s  
on t h e  s a mp l e  s u r f a c e  the  gap s p a c i n g  v a r i e s  and c o n v e r t s  
t h e  a c o u s t i c  v i b r a t i o n s  i n t o  an e l e c t r i c a l  s i g n a l .
A 30 MHz c o m p r e s s i o n a l  l i t h i u m  n l o b a t e  t r a n s d u c e r  
i s  bonded a t  t h e  o t h e r  end o f  t h e  sample  by a t h i n  
l a y e r  oT phenyl  s a l i c y l a t e .  The ground r i n g  o f  t h i s  
t r a n s m i s s i o n  u n i t  r e s t s  on t h e  o u t e r  s u r f a c e  o f  t he  
sample  and a c o p p e r  e l e c t r o d e  i n  t h e  c e n t e r  o f  t h e  
t r a n s m i s s i o n  u n i t  p r o v i d e s  e l e c t r i c a l  c o n t a c t  w i t h  o ne  
end o f  t h e  l i t h i u m  n i o b a t e  t r a n s d u c e r .  F i g u r e  (5)  shows  
t h e  d e t e c t o r  a s s e m b l y  b e f o r e  t h e  sample  i s  mounted ,
Fi gure  5.
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The d e t e c t o r  a s s e m b l y  b e f o r e  t h e  
sample  I s  mounted.
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F i g u r e  6. -  The d e c t o r  a s s e m b l y  w i t h  t h e  s a m p l e  
tn p l a c e .
J
and f i g u r e  16) shows t h e  e n t i r e  s y s t e m  w i t h  t h e  sample  
i n  p l a c e ,
b.  C o n s t r u c t i o n  o f  t h e  r e c e i v i n g  c a p a c i t i v e  t r a n s d u c e r .
S i n c e  we need t o  c a l i b r a t e  t h e  s y s t e m  f o r  a b s o l u t e  
d i s p l a c e m e n t  m e a s u r e m e n t s ,  t h e  gap s p a c i n g  o f  t h e  p a r a l l  
p l a t e  c a p a c i t o r  must  be d e t e r m i n e d  a c c u r a t e l y ,  i t  i s  , 
t h e r e f o r e ,  n e c e s s a r y  t o  g r i n d  and p o l i s h  t h e  s u r f a c e s  o f  
t h e  d e t e c t i n g  e l e c t r o d e  and s a m p l e s  as  f l a t  a s  p o s s i b l e .  
To mee t  s u c h  s p e c i f i c a t i o n s  t h e  s i g n a l  r e c e i v i n g  u n i t  o f  
the  a s s e m b l y  i s  c o n s t r u c t e d  a c c o r d i n g  to  t h e  f o l l o w i n g  
p r o c e d u r e  , A t h i n  s h i m ,  a bo u t  s e v e n  m i c r o n s  t h i c k ,  i s  
p l a c e d  b e t w e e n  t h e  d e t e c t i n g  e l e c t r o d e  and t h e  g l a s s  
p l a t e .  The r e c e i v i n g  u n i t  i s  a s s e m b l e d  and t h e n  l a p p ed  
t o  o p t i c a l  f l a t n e s s .  The f l a t n e s s  o f  t h e  s u r f a c e s  a r e  
c h e c k e d  by p l a c i n g  an  o p t i c a l  E l a t  on t h e  s u r f a c e  under  
c o n s i d e r a t i o n  and i 1 1 u m i n a t i n g  i t  w i t h  a g r e e n  l i g h t  
s o u r c e  t o  c r e a t e  a N e w t o n ’ s t i n g  p a t t e r n .  The s u r f a c e  i s  
c o n s i d e r e d  f l a t  when t h e  f r i n g e  d e n s i t y  i s  m i n i m i z e d  
and a s y m m e t r i c a l  p a t t e r n  i s  o b t a i n e d .  F l a t n e s s e s  
c o r r e s p o n d i n g  t o  o n e  w a v e l e n g t h  o f  g r e e n  l i g h t  a c r o s s  
t h e  s u r f a c e s  ar e  r o u t i n e l y  o b t a i n e d ,  in  the  p r e s e n t  
e x p e r i m e n t  no more t h a n  o n e  f r i n g e  i s  a l l o w e d  o v e r  t h e  
e n t i r e  s u r f a c e  o f  t h e  d e t e c t i n g  e l e c t r o d e  ,
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A f t e r  t h e  s u r f a c e s  o f  the  r e c e i v i n g  u n i t  i s  l a p p ed  t o  t h e  
d e s i r e  f l a t n e s s ,  t h e  shim b e t we e n  t h e  e l e c t r o d e  and t h e  
g l a s s  p l a t e  i s  removed.  The u n i t  I s  r e a s s e m b l e d  and t he  
p o s i t i o n  o f  t h e  e l e c t r o d e  I s  a d j u s t e d .  The g r e e n  l i g h t  
s o u r c e  and o p t i c a l  f l a t  ar e  a g a i n  us ed  t o  a s s u r e  t h a t  the  
s u r f a c e s  a r e  p a r a l l e l  t o  each  o t h e r ,  and t h a t  no more 
t h a n  one  f r i n g e  a p p e a r s  a c r o s s  t h e  e n t i r e  s u r f a c e  o f  t h e  
e l e c t r o d e .
c ,  Bonding o f  the  l i t h i u m  n i o b a t e  t r a n s d u c e r .
The l i t h i u m  n i o b a t e  t r a n s d u c e r  i s  c e me n te d  t o  t h e  
sample  by a t h i n  l a y e r  o f  p h en y l  s a l i c y l a t e  a c c o r d i n g  
t o  t h e  f o l l o w i n g  p r o c e d u r e .  Both s i d e s  o f  t h e  t r a n s d u c e r  
a r e  c l e a n e d  t h o r o u g h l y  w i t h  a l c o h o l  b e f o r e  b o n d i n g .  The 
p h e n y l  s a l i c y l a t e  c r y s t a l s  a r e  m e l t e d  by warming i n  a 
c l e a n  b e a k e r .  A f t e r  t h e  c r y s t a l s  m e l t ,  a s m a l l  drop i s  
a p p l i e d  t o  one  end o f  t h e  s ample  w i t h  an e y e  d r o p p e r .
The t r a n s d u c e r  I s  t h e n  p l a c e d  on  t o p  o f  t h e  l i q u i d  so  
t h a t  a t h i n  l a y e r  o f  l i q u i d  p h e n y l  s a l i c y l a t e  i s  formed  
b e t w e en  t h e  t r a n s d u c e r  and t he  s am p l e  s u r f a c e .  To 
a s s u r e  t h e  u n i f o r m i t y  o f  t h e  bon d ,  a s l i g h t  p r e s s u r e  I s  
a p p l i e d  t o  t h e  c e n t e r  o f  t h e  t r a n s d u c e r .  The bond i s  
t h e n  l e f t  u n d i s t u r b e d  f o r  about  an h o u r .  I f  t h e  s u r f a c e s  
b e t w e e n  t h e  bond a r e  c l e a n ,  t h e  p h e n y l  s a l i c y l a t e  w i l l  
remai n  i n  l i q u i d  s t a t e .  To s o l i d i f y  t h e  bond q u i c k l y  , 
a s m a l l  c r y s t a l  o f  p h en y l  s a l i c y l a t e  i s  a p p l i e d  t o  t h e
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t o  t h e  e d g e  o f  t h e  t r a n s d u c e r .  The w h o l e  s e t u p  i s  t h e n  
l e f t  u n d i s t u r b e d  f o r  24 h o u r s .
2* P r o c e d u r e  f o r  m e a s u r i n g  t h e  a c o u s t i c  s i g n a l s .
From e q u a t i o n  f 6 1 )  we s e e  t h a t  i n  o r d e r  t o  d e t e r m i n e
t h e  v a l u e  o f  the  n o n l i n e a r i t y  p a r a m e t e r s ,  t h e  v e l o c i t i e s ,
t h e  f r e q u e n c y ,  and t h e  a b s o l u t e  a m p l i t u d e s  o f  t h e
f u n d a m e n t a l  a c o u s t i c  s i g n a l s ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  s l o p e s  o f
t h e  s t a t i c  a c o u s t i c  d i s p l a c e m e n t s  t h e  f r e q u e n c y  o f  t h e
f u n d a m e n t a l  s i g n a l  i s  m o n i t o r e d  by a  H e w l e t t - P a c k a r d
5316A u n i v e r s a l  c o u n t e r  and  t h e  v e l o c i t i e s  o f  t h e
a c o u s t i c  waves  a r e  o b t a i n e d  from d a t a  c o m p i l e d  by T r u e l i ,
18l i lbaum,  and Chi c k .
The s l o p e s  o f  t h e  s t a t i c  a c o u s t i c  d i s p l a c e m e n t s  and 
t h e  a m p l i t u d e s  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  d i s p l a c e m e n t s  a r e  
d e t e r m i n e d  by a s u b s t i t u t i o n a l  t e c h n i q u e  i n  w hi c h  a 
T h e v e n i n  e q u i v a l e n t  n e t w o r k  r e p l a c e s  t h e  c a p a c i t i v e  
t r a n s d u c e r  and a c c o m p y i n g  s t r a y  c a p a c i t a n c e  , An 
a p p r o p i a t e  s u b s t i t u t i o n a l  e l e c t r i c a l  s i g n a l  i n t o  t h e  
n e t w o r k  i s  u s e d  t o  s i m u l a t e  the  s i g n a l  g e n e r a t e d  a t  t h e  
c a p a c i t i v e  t r a n s d u c e r  by t h e  a c o u s t i c s ,  by c ompar i ng  
t h e  r e s p o n s e  o f  t h e  a p p r o p i a t e  s u b s t i t u t i o n a l  s i g n a l s  
w i t h  t h o s e  o f  the  a c o u s t i c  s i g n a l s ,  t h e  s l o p e  o f  t h e  
s t a t i c  a c o u s t i c  d i s p l a c e m e n t  and t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  
f u n d a m e n t a l  d i s p l a c e m e n t  o f  an a c o u s t i c  c a n  be
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d e t e r m i n e d .  The p r o c e d u r e  f o r  c a l i b r a t i n g  t h e  a c o u s t i c  
s i g n a l s  i s  g i v e n  i n  more d e t a i l  b e l o w .
a .  E q u i v a l e n t  c i r c u i t  f o r  a b s o l u t e  d i s p l a c e m e n t  
m e a s u r e m e n t s ,
I t  i s  w e l l - e s t a b l i s h e d  t h a t  t h e  T h e v e n i n  e q u i v a l e n t  
c i r c u i t  o f  a b i a s e d  v a r i a b l e  gap p a r a l l e l  p l a t e  c a p a c i t o r  
i s  t h a t  o f  s i g n a l  s o u r c e  I n  s e r i e s  w i t h  t h e  q u i e s c e n t  
c a p a c i t a n c e - ^  The s i g n a l  s o u r c e  h a s  a v o l t a g e  m a g n i t u d e  
V = V^u/s  where  s  i s  the  i n i t i a l  gap s p a c i n g ,  t h e
b i a s  v o l t a g e ,  and  u the  a m p l i t u d e  o f  t h e  a c o u s t i c  s i g n a l .  
We s h a l l  d e s i g n a t e  the  t r a n s d u c e r  q u i e s c e n t  c a p a c i t a n c e  
and the  a c c o m p a n y i n g  s t r a y  c a p a c i t a n c e  a s  t h e  T h e v e n i n  
e q u i v a l e n t  n e t w o r k .
The T h e v e n i n  e q u i v a l e n t  n e tw or k  i s  shown i n  
f i g u r e  ( 7 )  . The v a r i o u s  c i r c u i t  c o m p o n e n t s  i n  t h e  
e q u i v a l e n t  n e t w o r k  i s  d e t e r m i n e d  as  f o l l o w s .  F i r s t  t h e  
v a l u e  o f  t h e  s t r a y  c a p a c i t a n c e  i s  d e t e r m i n e d  by 
m e a s u r i n g  t h e  c a p a c i t a n c e  o f  t h e  a s s e m b l y  b e f o r e  t h e  
s i l i c o n  s a mp l e  i s  mounted i n  p l a c e .  The s y s t e m  i s  t h e n  
a s s e m b l e d  s o  t h a t  t h e  s u r f a c e s  o f  t h e  s i l i c o n  s a m p l e  
and the  d e t e c t i n g  e l e c t r o d e  form a p a r a l l e l  p l a t e  
c a p a c i t o r  , The c a p a c i t a n c e  i s  t h e n  r e m e a s u r e d  « The  
c a p a c i t a n c e  o f  t h e  p a r a l l e l  p l a t e  c a p a c i t o r  i s  o b t a i n e d  
by s u b s t r a c t l n g  t h e  v a l u e s  o f  t h e  c a p a c i t a n c e  b e f o r e  
and a f t e r  t h e  s a m pl e  i s  mounted  i n  p l a c e
h i
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The c a p a c i t a n c e  o f  t h e  c a p a c i t o r s  and ar e  a d j u s t e d , 
r e s p e c t i v e l y ,  t o  t h o s e  o f  t h e  p a r a l l e l  p l a t e  c a p a c i t o r  
and the  s t r a y  c a p a c i t a n c e .
The gap s p a c i n g  o f  the  d e t e c t o r  I s  d e t e r m i n e d  by 
u s i n g  t h e  r e l a t i o n  s -  *A/C^ , where  A I s  the  a r e a  o f  t h e  
p a r a l l e l  p l a t e ,  and * i s  t h e  p e r m i t t i v i t y  c o n s t a n t .
A f t e r  the  T h e v e n i n  e q u i v a l e n t  n e t w o r k  i s  a d j u s t e d ,  
we a r e  r e a d y  t o  m e a s u r e  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  f u n d a m e nt a l  
a c o u s t i c  d i s p l a c e m e n t  s i g n a l  and t h e  s l o p e  o f  t h e  s t a t i c  
a c o u s t i c  d i s p l a c e m e n t  s i g n a l  by i n p u t l n g  t h e  a p p r o p i a t e  
T h e v e n i n  s o u r c e s  t o  the  n e t w o r k .
b. Measurement o f  s l o p e  o f  s t a t i c  a c o u s t i c  d i s p l a c e m e n t  
p u l s e .
A H e w l e t t - P a c k a r d  3314A f u n c t i o n  g e n e r a t o r  i s  u s e d  
to  g e n e r a t e  a r i g h t - a n g l e d  t r a n g u l a r  s u b s t i t u t i o n a l  
s i g n a l  h a v i n g  t h e  same w i d t h  a s  t h e  a c o u s t i c  t o n e b u r s t , 
T h i s  s u b s t i t u t i o n a l  s i g n a l  i s  t h e n  s e n t  t o  t he  T h e v e n i n  
e q u i v a l e n t  n e t w o r k .  The o u t p u t  from the  e q u i v a l e n t  
net work  i s  a m p l i f i e d  by a P r i n c e t o n  A p p l i e d  R e a s e a r c h  
113 p r e a m p l i f i e r .  The a m p l i f i e d  s i g n a l  i s  f e d  t o  t h e  
B l o m a t i o n / N i c o l e t  u n i t  f o r  s i g n a l  a v e r a g i n g .
The e q u i v a l e n t  ne t work  i s  now s w i t c h e d  out  and i s  
r e p l a c e d  by t he  c a p a c i t i v e  t r a n s d u c e r *  S i n c e  t h e  
p r e a m p l i f i e r  has a h i g h  p a s s  r o l l  o f f  a t  300  KHz any
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f u n d a m e n t a l  and h i g h e r  h a r m o n i c  s i g n a l s  w i l l  be removed  
a f t e r  p a s s i n g  t h r o u g h  t h e  p r e a m p l i f i e r .  The a m p l i f i e d  
s t a t i c  a c o u s t i c  d i s p l a c e m e n t  s i g n a l  i s  t h e n  s e n t  t o  t h e  
B i o m s t i o n / N i c o l e t  u n i t  f o r  s i g n a l  a v e r a g i n g .  The 
a m p l i t u d e  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  s i g n a l  i s  a d j u s t e d  u n t i l  t h e  
s l o p e  o f  t h e  s t a t i c  d i s p l a c e m e n t  s i g n a l  e q u a l s  t h a t  o f  t h e  
s u b s t i t u t i o n a l  s i g n a l .  The s l o p e  o f  t h e  s t a t i c  d i s p l a c e ­
ment  s i g n a l  i s  r e a d i l y  o b t a i n e d  from t h e  s u b s t i t u t i o n a l  
s i g n a 1.
c .  Meas uremen t  o f  t o n e b u r s t  a m p l i t u d e .
The s i g n a l  f rom t h e  c a p a c i t i v e  t r a n s d u c e r  i s  
a m p l i f i e d  by an LNI model  3001 RF a m p l i f i e r .  S i n c e  t h e  
a m p l i t u d e s  o f  t h e  s t a t i c  a c o u s t i c  d i s p l a c e m e n t  and t h e  
h i g h e r  h a r m o n i c  s i g n a l s  a r e  a p p r o x i m a t e l y  o n e  p e r c e n t  
o f  t h a t  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  d i s p l a c e m e n t  s i g n a l  no  
f i l t e r i n g  i s  n e c e s s a r y  b e f o r e  s i g n a l  a m p l i f i c a t i o n .  The 
a m p l i f i e d  s i g n a l  i s  f e d  t o  t h e  s a m p l e  and h o l d  u n i t .  The  
s a m p l e  and h o l d  u n i t  c o n t a i n s  a r e c t i f i e r / f i 1 t e r  c i r c u i t  
w h i c h  r e c t i f i e s  t h e  i n p u t  s i g n a l  ( s e e  f i g u r e  ( 8 )  ) ,  and
a s a m p l e / h o l d  c i r c u i t  w h i c h  h o l d s  t h e  v o l t a g e  a t  t h e  
s a m p l i n g  p o s i t i o n .  When m e a s u r e m e n t  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  
d i s p l a c e m e n t  a m p l i t u d e  i s  made ,  t h e  s a m p l i n g  p o s i t i o n  i s  
a d j u s t e d  t o  c o i n c i d e  w i t h  t h e  c e n t e r  o f  t h e  r e c t i f i e d  
a c o u s t i c  t o n e b u r s t .  The o u t p u t  from t h e  s a m p l e / h o l d  i s  
shown i n  f i g u r e  ( 9 J .  T h i s  o u t p u t  I s  s e n t  t o  t h e  H e w l e t t -
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F i g u r e  H. -  E n v e l o p e s  o f  the fundamenta l  s i g n a l s .
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F i g u r e  9 .  -  Ou t pu t  from t h e  s a m p l e / h o l d  c i r c u i t
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P ackard  3478A v o l t m e t e r ,  and I t s  a m p l i t u d e  r e c o r d e d  .
The c a p a c i t i v e  t r a n s d u c e r  i s  now r e p l a c e d  by t h e  
T h e v e n i n  e q u i v a l e n t  n e t w o r k .  A 30 MHz c o n t i n u o u s  wave  
s u b s t i t u t i o n a l  s i g n a l  i s  s e n t  t o  t h e  e q u i v a l e n t  n e t w o r k  , 
and i t s  a m p l i t u d e  a d j u s t e d  u n t i l  t h e  v o l t a g e  o u t p u t  from  
t h e  s a m p l e / h o l d  c i r c u i t  h a s  t h e  same a m p l i t u d e  a s  t h a t  o f  
t h e  a c o u s t i c  s i g n a l .  The rms v o l t a g e  o f  t h e  
s u b s t i t u t i o n a L  s i g n a l  i s  t h e n  m e a s u r e d  by a H e w l e t t -  
P ackard  8405A v e c t o r  v o l t m e t e r .
The a b s o l u t e  d i s p l a c e m e n t  a m p l i t u d e  o f  t h e  
f u n d a m e n t a l  s i g n a l  i s  d e t e r m i n e d  r e a d i l y  by s u b s t 1 t u t i n g  
i n t o  t h e  e q u a t i o n  ^
u = V s / 2 V b ( 7 3 )
t h e  m e a s u r e d  v a l u e s  o f  V,  , and s  , w h e r e  
V = v o l t a g e  o f  t h e  a c o u s t i c  s i g n a l  ,
-  t h e  v a l u e  o f  t h e  b i a s  v o l t a g e ,  
s -  t h e  v a l u e  o f  t h e  s p a c i n g  b e t w e e n  t h e  p a r a l l e l  
p l a t e  c a p a c i t i v e  d e t e c t o r .
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C. s a m p l e s
S i n c e  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  a c o u s t i c  s t a t i c  s t r a i n s
d e p e n d  on t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  n o n l i n e a r i t y  parameter  p- j ,
an e a s i l y  grown s i n g l e  c r y s t a l  w i t h  l a r g e  was s o u g h t
f o r  t h e  e x p e r i m e n t s .  A f t e r  a c a r e f u l  l i t e r a t u r e  s e a r c h  f o r
c r y s t a l s  whos e  n o n l i n e a r i t y  p a r a m e t e r s  had been measured
17 18by o t h e r  t e c h n i q u e s ,  ’ we c h o s e  s i l i c o n .
The c y l i n d r i c a l  s i l i c o n  s a m p l e s  are  manufac tured by 
Ad o l p h  M u l l e r  C o . ,  P r o v i d e n c e  RI . . They a r e  a p p r o x i m a t e l y
1 . 5  i n c h e s  l o n g  and  1 , 2 5  i n c h e s  i n  d i a m e t e r .  The 
p r o p a g a t i o n  ( c y l i n d r i c a l )  a x e s  o f  t h e  t h r e e  samples  a r e  
o r i e n t e d  a l o n g  t h e  [ H I ] ,  [ 1 1 0 ] ,  and [ 1 0 0]  d i r e c t i o n s  t o  
w i t h i n  *2 d e g r e e s .  The end f a c e s  a r e  p e r p e n d i c u l a r  t o  the  
c y l i n d r i c a l  a x e s  and a r e  g r ound  and p o l i s h e d  to  w i t h i n  
0 . 5  w a v e l e n g t h  o f  v i s i b l e  l i g h t .  The end f a c e s  are  
p a r a l l e l  t o  b e t t e r  t h a n  12 s e c o n d  o f  a r c .
D. D e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  n o n l i n e a r i t y  p a r a m e t e r s .
A c c o r d i n g  t o  t h e  p r e s e n t  t h e o r y  the  g e n e r a t i o n  o f  
t h e  s t a t i c  a c o u s t i c  d i s p l a c e m e n t  by t h e  fundamental  
a c o u s t i c  wave i s  d u e  t o  t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  nonzero P y  
The n o n z e r o  n o n l i n e a r i t y  p a r a m e t e r s  ar e  a l s o  r e s p o n s i b l e  
f o r  t h e  c o n t i n u o u s  d i s t o r t i o n  o f  an a c o u s t i c  wave a s  I t  
p r o p a g a t e s  t h r o u g h  t h e  s p e c i m e n .  Thus ,  s econd harmonic  
g e n e r a t i o n  m e a s u r e m e n t s ,  f o r  e x a m p l e ,  can a l s o  be u s e d  
t o  d e t e r m i n e  t h e  v a l u e  o f  t h e s e  n o n l i n e a r l t y  p a r a m e t e r s .
^4
T he r e  a r e ,  h o w e v e r ,  a d v a n t a g e s  o f  u s i n g  a c o u s t i c  s t a t i c  
d i s p l a c e m e n t  meas ur eme nt s  i n  d e t e r m i n i n g  the  v a l u e  o f  t h e  
n o n l i n e a r i t y  p a r a m e t e r s .
F i r s t ,  from f i g u r e  ( 2 )  we n o t e  t h a t  t he  e r r o r  i n  
d e t e r m i n i n g  t h e  a m p l i t u d e  o f  an a c o u s t i c  wave due t o  
n o n p a r a l 1 e I i s m  o f  t h e  s p e c i m e n  i s  d i r e c t l y  p r o p o r t i o n a l  
t o  t h e  I n v e r s e  w a v e l e n g t h  s q u a r e d .  C o n s e q u e n t l y ,  e r r o r  
I n t r o d u c e d  by t h e  s e c o n d  har mon i c  s i g n a l  I s  much l a r g e r  
th a n  t h a t  o f  t h e  s t a t i c  d i s p l a c e m e n t  s i g n a l .  A c l e a r  
d e m o n s t r a t i o n  o f  t h i s  i s  t o  u s e  t h e  model  g i v e n  in  
s e c t i o n  A2 and c a l c u l a t e  t h e  e f f e c t  o f  n o n p a r a l l e l i s m  o f  
t h e  s p e c i m e n  s u r f a c e s  on t h e  a c o u s t i c  s t a t i c  d i s p l a c e m e n t  
p u l s e .  One s u c h  c a l c u l a t i o n  i s  made and t h e  r e s u l t  i s  
g i v e n  i n  f i g u r e  ( 1 0 ) .  From t h e  f i g u r e  we n o t e  t h a t  t h e  
l e a d i n g  e dg e  o f  t h e  p u l s e  becomes  d i s t o r t e d ,  and t h e  
w i d t h  i n c r e a s e s  a s  § Jk  i n c r e a s e s .  The s l o p e  o f  t h e  p u l s e ,  
h o w e v e r ,  r e m a i n s  e s s e n t i a l l y  c o n s t a n t .  The d i s t o r t i o n  o f  
t h e  l e a d i n g  e d g e  i s  t o  some e x t e n t  a m a n i f e s t a t i o n  o f  t h e  
a p p a r e n t  a t t e n u a t i o n  o f  t h e  h i g h  f r e q u e n c y  c o m p o n e n t s  o f  
t h e  a c o u s t i c  p u l s e ,  and t h e  i n c r e m e n t  o f  i t s  w i d t h  i s  
due  t o  a c o u s t i c  p a t h  d i f f e r e n c e  b e t w ee n  p o i n t s  a l o n g  t h e  
wave f r o n t ,  ( e . g .  p o i n t s  a and b In f i g u r e  ( 2 ;  ) ,
S e c o n d ,  we n o t e  from e q u a t i o n  (61)  t h a t  t h e  a c o u s t i c  
s t a t i c  d i s p l a c e m e n t  i s  d i r e c t l y  s c a l e d  t o  t h e  a m p l i t u d e  
o f  t h e  f u n da m e n ta l  s i g n a l  by the  n o n l i n e a r i t y  p a r a m e t e r .
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Thus ,  t h e  s i g n  o f  t h e  n o n l i n e a r i t y  p a r a m e t e r  c a n  be 
d e t e r m i n e d  e a s i l y  by o b s e r v i n g  t h e  p o l a r i t y  o f  the  s t a t i c  
d i s p l a c e m e n t  p u l s e *  In s e c o n d  harmoni c  g e n e r a t i o n  
meas ur eme nt  t h e  s i g n  o f  t h e  n o n l i n e a r i t y  p a r a m e t e r  c a n  n o t  
be d e t e r m i n e d  w i t h o u t  i n d e p e n d e n t  measurement  o f  t h e  p h a s e  
o f  t h e  f u n d a m e n t a l  and t h e  p h a s e  o f  t h e  s e c o n d  harmon i c  
s i g n a l . 30
IV,  EXPERIMENTAL RESULT
A. C o n f i r m a t i o n  o f  t h e  s t a t i c  d i s p l a c e m e n t  s i g n a l .
The n o n l i n e a r i t y  p a r a m e t e r s  o f  t h e  s i n g l e  c r y s t a l  
s i l i c o n  s a m p l e s  a l o n g  t h e  [ 1 1 1 ] ,  [ 1 1 0 ] ,  and [ 1 0 0 ]  
d i r e c t i o n s  a r e  d e t e r m i n e d  by m e a s u r i n g  t h e  s t a t i c  a c o u s t i c  
d i s p l a c e m e n t s  g e n e r a t e d  by a 30 MHa a c o u s t i c  c o m p r e s s l o n a l  
wave p r o p a g a t i n g  a l o n g  t h e s e  p u r e  mode p r o p a g a t i o n  
d i r e c t i n g  a t  room t e m p e r a t u r e .
The v o l t a g e  from t h e  c a p a c i t i v e  t r a n s d u c e r  i s  e q u a l  
2At o  -Vfc tt-  , whe re  i s  t h e  b i a s  v o l t a g e ,  S 0 i s  t h e  gap  
s p a c i n g  o f  t h e  t r a n s d u c e r ,  and A i s  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  
a c o u s t i c  d i s p l a c e m e n t  s i g n a l . In t h e  p r e s e n t  seLup t h e  
c a p a c i t i v e  t r a n s d u c e r  i s  p o s i t i v e l y  b i a s e d ,  h e n c e ,  an  
a c o u s t i c a l l y  g e n e r a t e d  s t a t i c  e x p a n s i o n  i s  e x p e c t e d  t o  
p r o d u c e  a n e g a t i v e  v o l t a g e  f rom t h e  c a p a c i t i v e  t r a n s d u c e r .  
And we e x p e c t  t h e  s t a t i c  a c o u s t i c  s i g n a l  t o  be  o f  t h e  
s h a p e  shown i n  f i g u r e  ( 1 1 ) .  An o s c i l l o s c o p e  t r a c e  o f  t h e  
a c o u s t i c  r a d i a t i o n - i n d u c e d  s t a t i c  d i s p l a c e m e n t  s i g n a l  f o r  
an a c o u s t i c  wave p r o p a g a t i n g  a l o n g  t h e  [ 1 1 0 ]  d i r e c t i o n  I s  
g i v e n  i n  t h e  b o t t o m  o f  t h e  o f  f i g u r e  ( 1 2 )  and t h e  30 MHz 
t o n e b u r s t  i s  d i s p l a y e d  a t  t h e  t o p  o f  t h e  f i g u r e .  The
3 7
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F i g u r e  12,  -  S t a t i c  d i s p l a c e m e n t  s i g n a l  from t h e  
c a p a c i t i v e  t r a n s d u c e r .

60
s t a t i c  d i s p l a c e m e n t  p u l s e  i s  n e g a t i v e  and Ls i n  t h e  shape  
o f  a r i g h t  a ng l ed  t r i a n g l e .  Even t ho ug h  t h e  n o n p a r a l l e l i s m  
o f  the  sample s u r f a c e  w i l l  i n t r o d u c e  some d i s t o r t i o n  at  
t h e  l e a d i n g  edge  o f  t h e  a c o u s t i c  s t a t i c  d i s p l a c e m e n t  
s i g n a l ,  the  s l ow r i s e  t i m e  a t  t h e  l e a d i n g  e dg e  i s  m o s t ly  
due  t o  t h e  bandwitdth l i m i t a t i o n  o f  t h e  p r e a m p l i f i e r .  The 
s l o p e  o f  the  s t a t i c  a c o u s t i c  d i s p l a c e m e n t  s i g n a l ,  however ,  
i s  w i t h i n  the  bandwidth o f  t h e  a m p l i f i e r .  F u r t h e r ,  the  
s u b s t i t u t i o n a l  t e c h n i q u e  us ed  i n  t h e  measurement  a s s u r e s  
t h a t  the  p r e a m p l i f i e r  bandpass  i s  n o t  a s i g n i f i c a n t  
f a c t o r  i n  measur ing  t h e  s l o p e s  o f  t h e  s t a t i c  a c o u s t i c  
d i s p l a c e m e n t  s i g n a l s .
An o s c i l l o s c o p e  t r a c e  o f  an e l e c t r o n i c a l l y  g e n e r a t e d  
s i g n a l  h a v i n g  the  shape  o f  a r i g h t - a n g l e d  t r i a n g l e  Is  
shown a t  t he  top of  f i g u r e  ( 1 3 ) ,  The o u t p ut  o f  t h e  s i g n a l  
a f t e r  b e i n g  s e n t  t h ro ug h  the  e q u i v a l e n t  c i r c u i t  and the  
P r i n c e t o n  App l i ed  R e s e a r c h  model  113 p r e a m p l i e r  i s  shown 
a t  t he  bot tom o f  the f i g u r e .  The s l o w  r i s e  t i me  i n  the  
l e a d i n g  e dg e  o f  the  s i g n a l  I s  c l e a r l y  shown in  the  f i g u r e .  
The s l o p e  o f  the  e l e c t r o n i c a l l y  g e n e r a t e d  s i g n a l  i s  used  
t o  c a l i b r a t e  the  s l o p e  o f  t h e  a c o u s t i c  s t a t i c  d i s p l a c e m e n t  
s i g n a l ,
To a s s u r e  t h a t  t h e  o b s e r v e d  s t a t i c  d i s p l a c e m e n t  
s i g n a l s  ar e  n o t  g e n e r a t e d  by t h e  e l e c t r o n i c  c i r c u i t ,  a 
s i m u l a t e d  30 MHz tone  b u r s t  i s  f e d  t o  the  e q u i v a l e n t  
c i r c u i t  t o  c h e c k  the l i n e a r i t y  o f  t h e  c i r c u i t .  No s t a t i c
F i g u r e  13.  -  S u b s t i t u t i o n a l  s i g n a l  f o r  t h e  a c o u s t l  
d i s p l a c e m e n t  s i g n a l ,
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d i s p l a c e m e n t  s i g n a l  i s  g e n e r a t e d  e v e n  when t h e  a m p l i t u d e  
o f  t h e  s i m u l a t e d  s i g n a l  i s  a b o v e  2 0  ° A , S i n c e  t h e  
a m p l i t u d e s  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  a c o u s t i c  s i g n a l s  i n  t h e  
p r e s e n t  e x p e r i m e n t  a r e  a l l  l e s s  t h a n  2 0  ° A ,  t h e  o b s e r v e d  
s t a t i c  d i s p l a c e m e n t  s i g n a l s  a r e  n o t  g e n e r a t e d  by t h e  
e l e c t r o n i c  c i r c u i t .
A c c o r d i n g  t o  e q u a t i o n  ( 6 1 ) ,  t h e  s i g n  oT t h e  
n o n l L n e a r i t y  p l a y s  a s i g n i f i c a n t  r o l e  i n  t h e  p o l a r i t y  o f  
t h e  a c o u s t i c  r a d i a t i o n - i n d u c e d  s t a t i c  d i s p l a c e m e n t  
s i g n a l .  F u s e d  s i l i c a  h a s  a n e g a t i v e  n o n l i n e a r i t y  ^  
p a r a m e t e r  and i s  e x p e c t e d  t o  g e n e r a t e  a d i l a t i v e  s t a t i c  
d i s p l a c e m e n t  p u l s e *  T h i s  c h a n g e  i n  p o l a r i t y  w i t h  s i l i c o n  
and f u s e d  s i l i c a  h a s  been  o b s e r v e d  i n  t h e  p r e s e n t  s e t u p  
and h a s  b e e n  r e p o r t e d  i n  t h e  l i t e r a t u r e .  ^
b.  N o n l i n e a r i t y  p a r a m e t e r s  o f  s i l i c o n  s i n g l e  c r y s t a l s *  
A c c o r d i n g  t o  t h e  p r e s e n t  t h e o r y ,  t h e  s l o p e  o f  t h e  
s t a t i c  d i s p l a c e m e n t  s i g n a l  i s  d i r e c t l y  p r o p o r t i o n a l  t o  
t h e  s q u a r e  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  d i s p l a c e m e n t  a m p l i t u d e  
and t h e  s q u a r e  o f  t h e  p r o p a g a t i o n  n u mb e r .  The  v e l o c i t i e s  
o f  t h e  a c o u s t i c  w av e s  i n  t h e  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  
p r o p a g a t i o n  numbers  a r e  o b t a i n e d  from t h e  d a t a  c o m p i l e d  
by T r u e l l ,  Elbaum,  and C h i c k .  ^
L I U ]
9 , 3 5
[ 1 1 0 ]
9 . 1 3
[ 1 0 0 ] 
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( i n  u n i t s  o£ c m / s e c  1 0 - ^ ) .  P l o t s  o f  t h e  s q u a r e  o f  t h e  
s t a t i c  a c o u s t i c  d i s p l a c e m e n t s  a r e  shown Ln f i g u r e s  ( 1 4 ) ,  
( 1 5 ) ,  an d  ( 1 6 )  f o r  s i l i c o n  a l o n g  t h e  p u r e  mode 
p r o p a g a t i o n  d i r e c t i o n s .  The p l o t s  show t h e  U n e a r  
d e p e n d e n c e  e x p e c t e d  f r o m  t h e  t h e o r y .  Q u a n t i t a t i v e  
c o n f i r m a t i o n  o f  t h e  t h e o r y  i s  t h u s  o b t a i n e d  I f  t h e  
n o n l i n e a r i t y  p a r a m e t e r s  c a l c u l a t e d  f rom t h e s e  p l o t s  a g r e e  
w i t h  t h e  n o n l i n e a r i t y  p a r a m e t e r s  o b t a i n e d  by o t h e r  
m e a s u r e m e n t s .
i n  o r d e r  t o  c a l c u l a t e  t h e  n o n l i n e a r i t y  p a r a m e t e r s ,  a 
l e a s t  s q u a r e s  f i t t i n g  o f  t h e  s l o p e s  o f  t h e  s t a t i c  
a c o u s t i c  d i s p l a c e m e n t s  v e r s u s  t h e  p r o d u c t  o f  t h e  
f u n d a m e n t a l  a m p l i t u d e s  a r e  made .  The  c a l c u l a t e d  l e a s t -  
s q u a r e - f i t  L i n e s  a r e  p l o t t e d  a s  s o l i d  l i n e s  i n  f i g u r e s  
( 1 4 ) ,  ( 1 5 ) ,  and ( 1 6 ) .  The n o n l i n e a r i t y  p a r a m e t e r s  o b t a i n e d  
from t h e s e  c u r v e s  a r e  L i s t e d  i n  t a b l e  ( 2 ) .  The  
n o n l i n e a r i t y  p a r a m e t e r s  b a s e d  on s t r e s s  d e r i v a t i v e  r e s u l t s  
and t h o s e  o b t a i n e d  by t h e  s e c o n d  h a r m o n i c  g e n e r a t i o n  
t e c h n i q u e  a r e  a l s o  L i s t e d  i n  t h e  t a b l e .  We s e e  t h a t  t h e  
n o n l i n e a r i t y  p a r a m e t e r s  o b t a i n e d  f rom t h e  me a s u r e m e nt  o f  
t h e  s t a t i c  a c o u s t i c  d i s p l a c e m e n t s  a r e  c o n s i s t e n t  w i t h  t h e
n o n l i n e a r i t y  p a r a m e t e r s  o b t a i n e d  f rom s e c o n d  ha r mo n i c
17 19g e n e r a t i o n  and s t r e s s  d e r i v a t i v e  m e a s u r e m e n t s  t o
w i t h i n  t h e  e x p e r i m e n t a l  u n c e r t a i n t y  o f  t h e  m e as ur eme nt
t e c h n i q u e s .
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C- E s t i m a t i o n  o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  e r r o r s .
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1,  E r r o r  I n t r o d u c e d  by n o n p a r a l l e l i s m s  o f  t he  c a p a c i t i v e  
t r a n s d u c e r  and o f  t h e  sample  s u r f a c e s .
C o n s i d e r  t h e  o n e  d i m e n s i o n a l  model  o f  t h e  c a p a c i t i v e  
t r a n s d u c e r  c o n f i g u r a t i o n  a s  shown i n  f i g u r e  ( 1 7 ) .  For a 
s m a l l  a n g l e  © , t h e  v o l t a g e  from t h e  c a p a c i t i v e  
t r a n s d u c e r  a t  any I n s t a n c e  o f  t i m e  Is
L i s  t h e  d i a m e t e r  o f  t h e  t r a n s d u c e r ,  A i t s  s u r f a c e  a r e a ,  
a n d  h ( r , t )  i s  t h e  d i s p l a c e m e n t  o f  the  sample s u r f a c e  at  
p o s i t i o n  r and  t i m e  t .  S i n c e  e r  and M r , t )  are  g e n e r a l l y  
s m a l l ,  e q u a t i o n  ( 7 4 )  c a n  f u r t h e r  s i m p l i f i e d  t o
( 74)
w h e r e
( 75 )
o o
oos o
1
+ ( 7 6 )
In t h e  p r e s e n t  a n a l y s i s  we w i s h  to  e s t i m a t e  the  e r r o r  i n  
m e a s u r i n g  t h e  c a p a c i t a n c e  o f  t h e  p a r a l l e l  p l a t e  
c a p a c i t o r ,  and t h e  m a g n i t ud e s  o f  the  s t a t i c  and h a r mo ni c  
s i g n a l s  g e n e r a t e d  due t o  n o n p a r a l l e l i s m  o f  the  p a r a l l e l  
p l a t e  c a p a c i t i v e  t r a n s d u c e r .  We, t h e r e f o r e ,  s e p a r a t e  t h e  
v o l t a g e  V i n t o  two p a r t s *  The v o l t a g e  w h i c h  i s  i n d e p e n d e n t  
o f  t h e  a c o u s t i c  a m p l i t u d e  h ,  and the  v o l t a g e  wh i ch  
d e p e n d s  on the  a c o u s t i c  a m p l i t u d e  h.  C o l l e c t i n g  t h e  h 
i n d e p e n d e n t  p a r t  t o  f i r s t  o r d e r ,  and t h e  h dep e nd en t  p a r t  
t o  s e c o n d  o r d e r ,  we have
h 2 r e h  h
o
) dr  1 +
o
dr ] +
L
2
+
When h -  0
o o o
or
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V —
Co ( 1 -
Lo
o
< 7 0 )
t h e r e f o r e  t h e  f i r s t  o r d e r  c o r r e c t i o n  f o r  t h e  c a p a c i t i v e  
t r a n s d u c e r  d o e  t o  n o n pa r a  11 e l i s m  o f  t h e  p a r a l l e l  p l a t e s  i s
AC
Co
-  Le ( 7 9 )
In t h e  p r e s e n t  e x p e r i m e n t  Le i s  l e s s  t h a n  o n e  p e r c e n t  
o f  t h e  w a v e l e n g t h  o f  o p t i c a l  g r e e n  l i g h t .  H e n c e ,  t h e r e  i s  
a t  mos t  a one  p e r c e n t  e r r o r  i n  e s t i m a t i n g  t h e  c a p a c i L a n c e  
o f  t h e  p a r a l l e l  p l a t e  c a p a c i t o r .  S i n c e  t h e  a m p l i t u d e  o f  
t h e  a c o u s t i c  s i g n a l  i s  i n v e r s e l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  gap  
s p a c i n g  o f  t h e  p a r a l l e l  p l a t e  c a p a c i t i v e  t r a n s d u c e r ,  
a b o u t  one p e r c e n t  e r r o r  i s  t h u s  i n t r o d u c e d  i n  t h e  a b s o l u t e  
d i s p l a c e m e n t  m e a s u r e m e n t .
Now l e t  us  c o n s i d e r  t h e  h d e p e n d e n t  p a r t .  I f  we 
n e g l e c t  t h e  s e c o n d  o r d e r  t e rms  I n  t h e  h d e p e n d e n t  p a r t , 
we h a v e
v , t )  = 9 I I  f L i f dr , ((,0)
o o o
T h u s ,  t o  t h e  f i r s t  o r d e r  a p p r o x i m a t i o n  V ( t )  I s  d i r e c t l y  
p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  s u r f a c e  d i s p l a c e m e n t .
In  g e n e r a l ,  h o w e v e r ,  we s e e  Trom e q u a t i o n  (771 t h a t  t h e  
v o l t a g e  from t h e  c a p a c i t i v e  t r a n s d u c e r  a l s o  p r o d u c e s  
s t a t i c  and s e c o n d  har mon i c  s i g n a l s -  Let  us  e s t i m a t e  t h e s e  
s e c o n d  o r d e r  t e r m s  f o r  t h e  c a s e  where  h a t  any  t i m e  t  I s  
c o n s t a n t  a l o n g  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  s a m p l e .  T h i s  c o r r e s p o n d s  
t o  t h e  c o n d i t i o n  whereby  t h e  wave f r o n t  and t h e  s p e c i m e n  
s u r f a c e  a r e  p a r a l l e l  t o  e a c h  o t h e r *  Under t h i s  c o n d i t i o n  
h ( r , t )  -  h ( t ) ,  and
, 0 r h Leh h ^  h^ Loh ,vui " g [ j  1 * -? - T  * —I I
°  °  Bo so so so
- 9  -  t . . .  181)
Co s n
T h e r e f o r e ,  e q u a t i o n  ( 8 0 )  i s  c o r r e c t  t o  s e c o n d  o r d e r *  For  
t h e  c a s e  where  h i s  n o t  c o n s t a n t  a l o n g  t h e  s p e c i m e n  
s u r f a c e ,  the  s e c o n d  o r d e r  t e r m s ,  i n  g e n e r a l ,  w i l l  n o t  
v a n i s h .  Howe ver ,  t h e  s t a t i c  and harmonic  s i g n a l s  f rom t h e  
c a p a c i t i v e  t r a n s d u c e r  a r e  a t  mo s t  o f  t h e  o r d e r
y  d:
2
-r --2 (82C so o
T h u s ,  t h e  r a t i o  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  s i g n a l  and t h e s e  s e c o n d  
o r d e r  s i g n a l s  I s
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For a t y p i c a l  f u n d a m e n t a l  d i s p a l c e m e n t  a m p l i t u d e  o f  
10 An g s t r oms  and a gap s p a c i n g  o f  10 m i c r o n s
h . n - 4  — "*'10s o
In t h e  p r e s e n t  e x p e r i m e n t
s t a t i c  d i s p l a c e m e n t  ^  j q ~ 2 
f u n d a m e n t a l  d i s p l a c e m e n t
T h u s t t he  s e c o n d  o r d e r  c o r r e c t i o n  s i g n a l s  c a n  be  i g n o r e d  
i n  t h e  p r e s e n t  e x p e r i m e n t s ,
2 ,  F r r o r  due  t o  n o n l i n e a r i t y  o f  t h e  c a p a c i t i v e  t r a n s d u c e r  
c i r c u i t .
A c a r e f u l  a n a l y s i s  o f  t h e  c a p a c i t i v e  t r a n s d u c e r  
c i r c u i t  by G a u s t e r ^  h a s  shown t h a t  t h e  s e c o n d  o r d e r  s i g n a l s  
g e n e r a t e d  by t h e  c a p a c i t i v e  t r a n s d u c e r  s y s t e m  i s  o f  t h e  
o r d e r  h / s u . T h e r e f o r e ,  t h e  e r r o r  i n t r o d u c e d  by t h i s  s o u r c e  
i s  o f  the  same o r d e r  a s  t h a t  i n t r o d u c e d  by n o n p a r a l l e i  I s m . 
Both a r e  a p p r o x i m a t e l y  4 0  dB b e l o w  t h e  a c o u s t i c  s t a t i c  
d i s p l a c e m e n t  s i g n a l  and a r e  i g n o r a b l e  i n  o u r  m e a s u r e m e n t s .
IV,  IMPLICATIONS TO THERMODYNAMICS
The s t a t i c  s t r a i n  g e n e r a t e d  by a f i n i t e  a m p l i t u d e  
a c o u s t i c  wave i s  due  e n t i r e l y  t o  t h e  i n h e r e n t  n o n l i n e a r  
n a t u r e  o f  s o l i d s .  A c o u s t i c  r a d i a t i o n - i n d u c e d  s t a t i c  
s t r a i n s  do n o t  e x i s t  f o r  an  i d e a l  l i n e a r  har mon i c  s o l i d .  
Harmonic  m o d e l s  a r e  a l s o  i n s u f f i c i e n t  t o  e x p l a i n  many 
i m p o r t a n t  t h e r m al  p r o p e r t i e s  o f  s o l i d s .  For  e x a m p l e ,  In
o r d e r  t o  a c c o u n t  f o r  t h e  t h e r m a l  e x p a n s i o n  o f  s o l i d s ,  a t
32l e a s t  a q u a s i h a r m o n i c  model  i s  n e e d e d .  In t h i s  m o d e l ,  
t h e  s o l i d  i s  c o n s i d e r e d  t o  c o n s i s t  o f  a c o l l e c t i o n  o f  
l a t t i c e  p a r t i c l e s  v i b r a t i n g  w i t h  s m a l l  a m p l i t u d e s  about  
t h e i r  e q u i l i b r i u m  p o s i t i o n s .  To a c c o u n t  f o r  t h e  p r e s e n c e  
o f  t h e r m a l  e x p a n s i o n ,  t h e  d i s t a n c e s  b e t w e e n  t h e  
e q u i l i b r i u m  p o s i t i o n s  o f  t h e  p a r t i c l e s  a r e  c o u p l e d  t o  
t h e  e q u i l i b r i u m  e n e r g y  o f  t h e  v i b r a t i n g  p a r t i c l e s  by the  
g e n e r a l i z e d  ( J r i i n e i s e n  p a r a m e t e r s .  I f  t h e  e n e r g y  o f  t h e  
p a r t i c l e s  i n c r e a s e  d u e  t o  an i n c r e a s e  i n  t e m p e r a t u r e  , 
t h e  d i s t a n c e s  b e t w e e n  t h e  r e l a t i v e  p o s i t i o n s  o f  t h e  
p a r i t c l e s  i n c r e a s e .  R e c a l l i n g  e q u a t i o n  { 5 8 J we s e e  t h a t  
t h e  s t a t i c  d i s p l a c e m e n t  o f  an a c o u s t i c  wave i s  a l s o  
c o u p l e d  t o  t h e  e n e r g y  o f  t h e  a c o u s t i c  w a ve .  I t  seems  
r e a s o n a b l e  t o  s u s p e c t ,  t h e n ,  t h a t  a s o l i d  may a l s o  be
75
m o d e l e d  a s  a c o l l e c t i o n  o f  p a r t i c l e s  v i b r a t i n g  w i t h  
f i n i t e  a m p l i t u d e s  a b o u t  t h e i r  i n i t i a l  c o n f i g u r a t i o n .  i n  
o r d e r  t o  j u s t i f y  o u r  s p e c u l a t i o n  a m a t h e m a t i c a l  
c o m p a r i s o n  i s  made b e t w e e n  the  t h e r m a l  s t a t i c  s t r a i n s  and  
t h e  a c o u s t i c  s t a t i c  s t r a i n s .
A, Thermal  s t r a i n s  and a c o u s t i c  n o n l i n e a r l t y ,
The t h e r m a l  s t a t i c  s t r a i n s  o f  s o l i d s  c a n  be o b t a i n e d  
by u s i n g  t h e  q u a s i  h a r m o n i c  m o d e l .  In t h i s  mode l  a s o l i d  
I s  c o n s i d e r e d  a s  c o m p o s e d  o f  N p a r t i c l e s  e a c h  v i b r a t i n g  
w i t h  a r e l a t i v e l y  s m a l l  a m p l i t u d e  a b o u t  i t s  e q u i l i b r i u m  
p o s i t i o n .  The i n t e r n a l  e n e r g y  o f  t h e  s o l i d  i s
U  ^ U t TC { 4  + n ) 1 W ( 8 6 )
0 r - 1  1 r
w h e r e  UQ i s  t h e  p o t e n t i a l  e n e r g y  when a l l .  p a r t i c l e s  a r e  
a t  r e s t  i n  t h e i r  e q u i l i b r i u m  p o s i t i o n s ,  and
/ k T  .
n r = ( e  r  -  1 187J
i s  t h e  a v e r a g e  number o f  phonons  h a v i n g  f r e q u e n c y t 4 r a t  
t e m p e r a t u r e  T ,
U s i n g  e q u a t i o n s  ( 8 6 }  and ( 8 7 i , t h e  H e l m h e l t z  f r e e  
e n e r g y  i s  g i v e n  by
l b
N
F -  U + £  In [ 2 s i n M - f i W / k T )  ] . ( >
°  “ l
The t h e r m o d y n a m i c  s t r e s s  o f  a s o l i d  i s  g i v e n  by 
* F / * n Li , U s i n g  e q u a t i o n  ( f l S j ,  we c a n  w r i t e  t h e  
t h e r mo d y n a m i c  s t r e s s  t .  . In t h e  form
Ae
I j  »n l J  » n l .
In o r d e r  t o  a c c o u n t  f o r  t h e  p r e s e n c e  o f  n o n l l n e a r l t y  
I n  t h e  q u a s 1h a r m o n i c  m o d e l , Ufi and F ar e  e x p r e s s e d  as  a 
f u n c t i o n  o f  n^j  . T a k i n g  a T a y l o r  s e r i e s  e x p a n s i o n  o f  t h e  
t h e r m o d y n a m i c  s t r e s s  i n  t e r m s  o f  t h e  L a g r a n g i a n  s t r a i n s ,  
we o b t a i n  t o  l o w e s t  o r d e r
*U J2U
t ,  . = ^  -  ar----- =2—  n k l  -  , { 90
^  ' a n i j  » n i j * nk i r
w h e r e
v i j  _ z ]_  «^*>r 
r  -  W r  J n i J
i s  t h e  g e n e r a l i z e d  G r u n e i s e n  p a r a m e t e r s > and
{91 )
'  < " r  * 1 > fiWr ( 92)
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i s  t h e  a v e r a g e  e n e r g y  o f  t h e  photions h a v i n g  f r e q u e n c y  W .
For  t h e  c a s e  where  a l l  e x t e r n a l l y  a p p l i e d  s t r e s s e s  
v a n i  s h ,
I f  we a l s o  a s s u m e  t h a t  n o  r e s L d u a l  m e c h a n i c a l  s t r e s s e s  
a r e  p r e s e n t
( 94 )
and e q u a t i o n  ( 9 0 )  becomes
( 95 )
For  a c u b i c  c r y s t a l  we w r i t e
( 9(>)
S u b s e q u e n t l y  e q u a t i o n  ( 9 5 )  becomes
(97)
o r
We s h a l l  r e f e r  t o  n i n  e q u a t i o n  { 98 )  a s  t h e  t h e r m al  
s t a t i c  s t r a i n s  o f  s o l i d s .
E q u a t i o n  (58 )  I s  e x p r e s s e d  i n  t e rms  o f  t h e  
n o n l i n e a r i t y  p a r a m e t e r s .  I n  o r d e r  t o  compare  t h e  t h e r ma l  
s t a t i c  s t r a i n s  a n d  t h e  a c o u s t i c  s t a t i c  s t r a i n s ,  we must  
e x p r e s s  e q u a t i o n  ( 9 8 )  i n  t e rms  o f  t h e  n o n l i n e a r i t y  
p a r a m e t e r s .
The n o n l i n e a r  wave  e q u a t i o n  may be w r i t t e n
i i ? a 2 .  i Pq,  ,  A Q , 0  , g 9 J1 4  .  C t i  -  ) ^ 4
a t 2 q i s .  a l j f1 -  o j
Comparing t h e  n o n l i n e a r  wave e q u a t i o n  w i t h  t h e  wave  
equat  i o n
i T i f  ( i o d
We r e a d i l y  s e e  t h a t  a p a r a m e t r i s e d  n a t u r a l  wave  
v e l o c i t y " f o r  a f i n i t e  a m p l i t u d e  wave  w i t h  p o l a r i z a t i o n  q 
and p r o p a g a t i o n  d i r e c t i o n  N may be  d e f i n e d  by ^
19
JP s
w ( q , N )  =  c q  < 1  -  0 q — J  P  _ ( 1 0 1 )
Now Ln t h e  Debye  mod e l  t h e  l a t t l c  v i b r a t i o n a l  f r e q u e n c y  
( q , N )  i s  d i r e c t l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  n a t u r a l  wave  
v e l o e 1t y
U) ( q f N)0C w ( q , N )  ( 1 0 2 )
H e n c e ,  t h e  g e n e r a l i z e d  G r u n e i s e n  t e n s o r  oT e q u a t i o n  ( 9 1 )
^ a 1 0 , 3 2may be e x p r e s s e d  a s  ’
1 r
r  ui A n .  .r i j
1 d w
w 4 n i j  . ( 1 0 3 )
I n  e q u a t i o n  ( 1 0 1 )  t h e  n a t u r a l  wave  v e l o c i t y  i s  
p a r a m e t r i z e d  by t h e  f a c t o r  T h e r e f o r e  t o
e v a l u a t e  ( 1 0 3 )  we must  make u s e  o f  t h e  c h a i n - r u l e  
d i f f e r e n t i a t i o n
a ^ni3q J ( * u k ^ a i )  a ( 3EV * a i > a_
*nl j Jnij * n[4q i(Juk /ia:) 3 (*P f *a ]
( 1 0 4 )
Wi t h  t h e  h e l p  o f  t h e  i d e n t i t y
BO
a n pq 1 k P H  k(l !P
e q u a t i o n  00+) c a n  be e x p r e s s e d  I n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m ,
r T  n ! K ^ t t  + H1 , K, .   0 0 6 )2 kq k i  1j  l i  kj  5 ( A p  / s i ^
U s i n g  e q u a t i o n ( 1 06 )  In  e q u a t i o n  ( 101 ) , t h e  g e n e r a l i z e d  
G r u n e i s e n  t e n s o r  b e c o m e s
= -  i  S ( H  K h R R, ) i  — ------------ ( 1 0 7 )
r  2 k i  l j  l i  kj  w
where
-   TTT", “ ( 1 0 8 )
“ « ) P q/ i a i i  2
F i n a l l y  t h e  g e n e r a l i z e d  G r u n e i s e n  t e n s o r  i s  e x p r e s s e d  i n  
terms  o f  the  n o n l i n e a r i t y  p a r a m e t e r s  a s
* r J ’ I ^ k q '  Kk i Kl j  ’ Rl » Rk j  1 ' <1001
U s i n g  e q u a t i o n ( 1 0 9 )  i n  e q u a t i o n ( 9 H  } ,  t h e  t h e r m a l  s t a t i c
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s t r a i n s  may be  w r i t t e n  a s
( 1 1 0 )
mmnn
B. A c o u s t i c  r a d i a t i o n - i n d u c e d  s t a t i c  s t r a i n s .
The a c o u s t i c  s t a t i c  s t r a i n s  a r e  c o u p l e d  t o  t h e  
e n e r g i e s  o f  t h e  a c o u s t i c  w av e s  a c c o r d i n g  t o  t h e  e x p r e s s i o n
The a c o u s t i c  s t a t i c  s t r a i n s  i n  e q u a t i o n t 1 t i ) a r e  n o t  
r e f e r r e d  t o  t h e  I n i t i a l  C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e  frame  
embedded i n  t h e  s o l i d  b u t  r a t h e r  t o  a r o t a t e d ,  
d i a g o n a l  i  z e d  f r a m e .  The  t h e r m a l  s t a t i c  s t r a i n s  oil t h e  
o t h e r  hand a r e  r e f e r r e d  t o  t h e  i n i t i a l  r e f e r e n c e  f r a m e .  
T h e r e f o r e ,  i n  o r d e r  t o  c ompare  t h e  a c o u s t i c a l l y - i n d u c e d  
s t a t i c  s t r a i n s  w i t h  t h e  t h e r m a l  s t a t i c  s t r a i n s ,  we m u s t  
t r a n s f o r m  e q u a t i o n ( i H )  b a c k  i n t o  t h e  i n i t i a l  r e f e r e n c e  
f r a m e .
We b e g i n  by t r a n s f o r m i n g  e q u a t i o n ( i l l ) from t h e  
d i a g u n a l l z e d  form i n t o  t h e  r o t a t e d  f rame  h a v i n g  t h e  
a ^ - a x i s  a l o n g  t h e  wave  p r o p a g a t i o n  d i r e c t i o n
( 1 1 1 )
H2
( » r ) - s  V i  <i i 2 )
l  l  J
N e x t ,  we t r a n s f o r m  e q u a t i o n ! 112)  t o  the  i n i t i a l  C a r t e s i a n  
f r am e  by u s i n g  t h e  r o t a t i o n a l  t r a n s f o r m a t i o n
u - K,  R . u. , {1 n  Jmn km j n  kj J'
i n  e q u a t i o n (112  ) . We o b t a i n  t h e  e q u a t i o n
Hkn.Hg n V jumn " m "p ^kj Ljr^^  ( 114J
w h i c h  g i v e s  t h e  d i s p l a c e m e n t  g r a d i e n t s  in  t he  i n i t i a l  
f r a m e .  In o r d e r  t o  f o r m u l a t e  the  e q u a t i o n  i n  t erms  o f  t h e  
L a g r a n g i a n  s t r a i n s ,  we w r i t e
n -  — ( u t u  + u u  ) 1115)mn 2 mn n m  rm rn J '
N e g l e c t i n g  t h e  s e c o n d  o r d e r  t e r m s ,  the  a c o u s t i c a l l y  
i n d u c e d  s t a t i c  s t r a i n s  r e f e r r e d  to  the  i n i t i a l  frame  
become
nmn
RkmKpn + KknRpni t  u  ) > f
9 4tf N I0 ' j  P 1 U l b i
8'3
We now a ssume  t h a t  a s o l i d  c o n s i s t s  o f  a c o l l e c t i o n  o f  
f L n i t e  a m p l i t u d e  v i b r a t i o n s  w hi c h  l o o s e l y  c o r r e s p o n d  t o  
the  phonons  o f  the  q u a s i h a r m o n i c  model .  Summing n o v e r  
a l l  v i b r a t i o n a l  modes
n T _ T \  (KkmRln * KknKlmJ S. f l f c u j V  ( 1 1 7 )
n mn “ „ , ----
m" J . l  2 4 |4~
From c r y s t a l  symmetry we e x p e c t
nT = nT . { 1 1 8mn mn
S u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n  ( 118 )  in  ( 1 1 7 )  we o b t a i n
T V  1 d ti « .  / e i 1 jN .
n =■ 4 ^ . ?  RkmHi mbn A i  j — c i
f o r  t h e  a c o u s t i c  s t a t i c  s t r a i n s .
E q u a t i o n  ( 1 1 9 )  which  i s  o b t a i n e d  by t h e  a c o u s t i c  
s t a t i c  s t r a i n  model  s t r o n g l y  r e s e m b l e s  e q u a t i o n  ( 1 1 0 )  
o b t a i n e d  from t h e  q u a s i h a r m o n i c  m o d e l .  For  e a s e  o f  
c o m p a r i s o n  we show t h e  r e s u l t s  o f  the  two m o d e l s  t o g e t h e r
^ a c o u s t i c
J 2 * j
C 120)
n therma 1 ej < E(11> j
c ......LLUVV
w here  we h a v e  I d e n t i f i e d  5 ( j , l }  w i t h  and r e p l a c e d
q by j i n  e q u a t i o n  ( 1 1 0 ) .
We n o t e  a m i n o r  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  a c o u s t i c  and
t h e r m a l  s t a t i c  s t r a i n s .  For  c u b i c  c r y s t a l s  0   - 9R} uuvv
( 1 2 0 )  i s  a d i f f e r e n t  c o m b i n a t i o n  o f  s e c o n d  o r d e r  e l a s t i c  
c o n s t a n t s  w h i c h  d e p e n d s  on t h e  d i r e c t i o n  o f  p r o p a g a t i o n  
o f  t h a t  p a r t i c u l a r  a c o u s t i c  mode.  N e v e r t h e l e s s  t h e  
s t r o n g  s i n g u l a r i t y  b e t w e e n  t h e  two s t a t i c  s t r a i n s  i s  
o b v i  o u r ,
( where  B i s  t h e  b u l k  mod ul us ) ,  w h e r e a s  Vl . i n  e q u a t i o n
V I . DISCUSSION
The n o n l i n e a r i t y  parameters  a l o n g  t h e  [ 1 1 1 ] ,  [ 1 1 0 ] ,  
and [ 1 0 0]  pure  mode p r o p a g a t i o n  d i r e c t i o n s  o f  s i l i c o n  
s i n g l e  c r y s t a l s  have  been d e t e r m i n e d  through me as ur e m e nt s  
o f  t h e  a c o u s t i c  r a d i a t i o n - i n d u c e d  s t a t i c  d i s p l a c e m e n t s  .
From t h e s e  d e t e r m i n a t i o n s  the  p r e s e n c e  o f  t h e  a c o u s t i c  
s t a t i c  s t r a i n s  i s  c o nf i r m e d .
The e x i s t e n c e  o f  t h e s e  a c o u s t i c  r a d i a t i o n - i n d u c e d  
s t a t i c  s t r a i n s  have  i n t e r e s t i n g  i m p l i c a t i o n s  t o  o t h e r  
anharmonic  p r o p e r i t e s  o f  s o l i d s .  For e x a m p l e ,  we have  s e e n  
i n  s e c t i o n  IV t h a t  the  a c o u s t i c  s t a t i c  s t r a i n s  and the  
thermal  s t a t i c  s t r a i n s  have a l m o s t  I d e n t i c a l  m a t h e m a t i c a l  
f orms .  Such s i m u l a r i t y  s u g g e s t s  t h a t  thermal  e x p a n s i o n  
may be u n d e r s t a n d  i n  Che c o n t e x t  o f  a c o u s t i c  a n h a r m o n i c i t y  
by m o d e l i n g  the  s o l i d  as a c o l l e c t i o n  o f  p a r t i c l e s  v i b r a t i n g  
w i t h  f i n i t e  a m p l i t u d e  about  t h e i r  i n i t i a l  c o n f i g u r a t i o n  . 
F u r t h e r  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h i s  n o t i o n  I s  c a r r i e d  o u t  in  
a p p e n d i x  1 ,
The model  g i v e n  in  s e c t i o n  IV f o c u s e d  on t h e  
n o n l I n e a r i t y  p a r a m e t e r s  o f  s o l i d s .  The p r e s e n c e  o f  such  
n o n z e r o  n o n l i n e a r i t y  parameters  a r e  r e s p o n s i b l e  f o r  t h e
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acoustl_c: h a r m on i c  d i s t o r t i o n  l e a d i n g  t o  h a r m on i c  g e n e r a t i o n  
a s  w e l l  a s  t h e  a c o u s t i c  s t a t i c  d i s p l a c e m e n t .  The n o n l i n e a r  
i n t e r a c t i o n  o f  a c o h e r e n t  a c o u s t i c  wave  w i t h  i t s e L f  
( s e l f - i n t e r a c t  i o n } a s  w e l l  a s  w i t h  an i n c o h e r e n t  f i e l d  o f  
s uc h waves  may be o f  s i g n i f i c a n c e  t o  t h e  u n d e r s t a n d i n g  o f  
n o n r e l a x a t i o n a 1 a c o u s t i c  a t t e n u a t i o n .  I n  o u r  p r e s e n t  v i e w  
an a c o u s t i c  wave s u f f e r s  n o n r e l a x a t i o n a l  a t t e n u a t i o n  
s i m p l y  b e c a u s e  t h e  medium w h i c h  s u p p o r t s  t h e  wave  
p r o p a g a t i o n  i s  n o n l i n e a r .  R e c a l l i n g  e q u a t i o n  { 5 3 )  , we
s e e  t h a t  i f  t h e  medium i s  v i e w e d  a s  c o n s i s t i n g  o f  a s e t  o f  
random a c o u s t i c  wa v es  p l u s  a c o h e r e n t  a c o u s t i c  wave  
p r o p a g a t i n g  t h r o u g h  t h e  medium t h e  t o t a l  s i g n a l  a m p l i t u d e  
may be e x p r e s s e d  a s
A,  „ , = a c o u s t i c  + random t o t a l
= u ( x , t )  + £ ( random)
By s u b s t i t u t i n g  t h i s  e x p r e s s i o n  i n t o  t h e  n o n l i n e a r  wave  
e q u a t i o n  we f i n d  t h a t  t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  n o n l i n e a r i t y  
p a r a m e t e r s  w i l l  c o u p l e  t h e  c o h e r e n t  a c o u s t i c  s i g n a l  t o  t h e  
random waves  e x i s t i n g  i n  t h e  medium.  A l t h o u g h  we s h a L l  not  
p u r s u e  t h i s  i d e a  f u r t h e r  h e r e  ( we l e a v e  i t  f o r  f u t u r e  
i n v e s t i g a t i o n  ) we e x p e c t  t h a t  t h e  a t t e n u a t i o n  o f  t h e  
a c o u s t i c  wave  must  a l s o  be  r e l a t e d  t o  t h e  modal  G r u n e i s e n  
p a r a m e t e r s  o f  t h e  s o l i d .  ( The a t t e n u a t i o n  d e s c r i b e d  h e r e  
r e f e r s  o n l y  t o  t h e  l o s s  due  t o  i n t e r a c t i o n  o f  t h e  a c o u s t i c
H7
wave w i t h  random w a v e s ,  and d o e s  not  i n c l u d e  l o s s e s  due to  
s c a t t e r i n g  a t  t h e  g r a i n  bo u nda r y  , r e l a x a t i o n  mechanisms , 
e t c  . )
For  t h e  mos t  p a r t  me as ur eme nt s  o f  n o n i i n e a r i t y  
p a r a m e t e r s ,  w h e t h e r  by a c o u s t i c  s t a t i c  s t r a i n  or second  
h a r m o n i c  g e n e r a t i o n  m e a s u r e m e n t s ,  h a v e  been c o n f i n e d  t o
s i n g l e  c r y s t a l s  w i t h  a s i n g l e  phase  o v e r  a wide
5—S 3 6t e m p e r a t u r e  r a n g e ,  -  A r e c e n t  I n v e s t i g a t i o n  shows ,
h o w e v e r ,  t h a t  t h e  n o n i i n e a r i t y  p a r a m e t e r s  o f  a luminium
p o l y c r y s t a l s  depend  on t h e  d e g r e e  o f  m i x t u r e  w i t h  t he  base
m e t a l s ,  In a d d i t i o n ,  i t  i s  w e l l - k n o w n  t h a t  a t t e n u a t i o n
among t h e  a l l o y s  a r e  a l s o  s t r o n g l y  d e p e n d e n t  on the  d e g r e e
o f  a l l o y i n g .  Thus i f  t h e  v a r i o u s  c o n t r i b u t i o n s  t o  the
a t t e n u a t i o n  o f  an a c o u s t i c  wave can be i d e n t i f i e d ,  i t
s eems  r e a s o n a b l e  t h a t  s uc h  a l l o y  s y s t e m s  may be s t u d i e d
t o  s e p a r a t e  o u t  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t we e n  the  n o n i i n e a r i t y
p a r a m e t e r s  and t h e  a t t e n u a t i o n  due t o  the  a c o u s t i c - r a n d o m
wave i n t e r a c t i o n .
F i n a l l y ,  t h e  p o t e n t i a l  e n e r g y  o f  s o l i d s  ar e  
p a r a m e t r i z e d  by t h e  e l a s t i c  c o n s t a n t s  when t h e y  are  
m o d e l e d  as  e l a s t i c  c o n t i n u a .  Even when the  p o t e n t i a l  
e n e r g y  o f  s o l i d s  a r e  c o n s t r u c t e d  a t  t h e  a t o m i c  Level  ( f o r  
e x a m p l e ,  from t h e  p s e u d o - p o t e n t i a l  t h e o r y )  t h e  accuracy  
o f  s u c h  m o d e l s  a r e  o f t e n  t e s t e d  by how w e l l  t h e  second  
o r d e r  e l a s t i c  c o n s t a n t s  c a l c u l a t e d  from such atomic
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model s  match t h e  m e a s u r e d  e l a s t i c  c o n s t a n t s .  However ,  
b e t t e r  i n s i g h t  o f  t h e  model  p o t e n t i a l s  may be o b t a i n e d  by
compar i ng  t h e  c a l c u l a t e d  and meas ured  h i g h e r  e l a s t i c
 ^ r- 3 3 - 3 5  c o n s t a n t s .
The t h i r d  o r d e r  e l a s t i c  c o n s t a n t s  can be computed  
from t h e  t h r e e  pure  mode n o n i i n e a r i t y  p a r a m e t e r s  f o r  c u b i c  
c r y s t a l s ,  f o r  e x a m p l e ,  i f  t h r e e  a d d i t i o n a l  i n d e p en d e n t  
e q u a t i o n s  c o n t a i n i n g  t h e  t h i r d  o r d e r  e l a s t i c  c o n s t a n t s  a r e  
g i v e n . ^ T h e  a d d i t i o n a l  e q u a t i o n s  can be o b t a i n e d  
most  e x p e d i e n t l y  from s t r e s s  d e r i v a t i v e  m e a s u r e m e n t s .
The d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  t h i r d  o r d e r  e l a s t i c  c o n s t a n t s  
t hrou gh  me as ur eme nt s  o f  t h e  n o n i i n e a r i t y  p a r a m e t e r s  arc
i m p o r t a n t  f o r  s o l i d  m o d e l i n g ,  w h e t h e r  a t  t h e  cont i nuum
17 33l e v e l  o r  a t  t h e  a t o m i c  l e v e l .
APPENDIX
C a l c u l a t i o n  o f  g e n e r a l i z e d  G r i l e n i s e n  p a r a m e t e r s  w i t h  t h e  
a s s u m p t i o n  o f  t h e  p r e s e n c e  o f  s t a t i c  s t r a i n .
When a s o l i d  i s  i n  i t s  e q u i l i b r i u m  s t a t e ,  the  a v e r a g e
n e t  f o r c e  on any m a t e r i a l  p o i n t  In the  s o l i d  must v a n i s h .
Making u s e  o f  t h i s  r e q u i r em en t  a r e l a t i o n s h i p  be twe en  t he
a c o u s t i c  r a d i a t i o n - i n d u c e d  s t a t i c  s t r a i n s  and the  normal
mode a c o u s t i c  e n e r g i e s  f o r  a c u b i c  c r y s t a l  I s  f o r m u l a t e d .
Prom t h i s  r e l a t i o n s h i p  an a c o u s t i c  t e n s o r  i s  d e f i n e d .  The
e l e m e n t s  o f  t h e  a c o u s t i c  t e n s o r  a l o n g  t h e  [ 1 1 1 ] ,  [ 1 1 0 ] ,
and [ 1 0 0 ]  pure mode d i r e c t i o n s  a r e  c a l c u l a t e d  and compared
t o  t h e  g e n e r a l i z e d  G r un e i s e n  t e n s o r  d e f i n e d  by o t h e r
_u 1 3 , 3 0  a u t h o r s .  ’
We b e g i n  by w r i t i n g  the  t o t a l  s t r e s s  a t  any p o i n t  i n  
the  s o l i d  as
Fi j  -  J i k  U -  < A . n
s n kj
where i s  t h e  i n t e r n a l  energy  p e r  u n i t  v o l u m e ,  and
yu
We expand g i n  terms  o f  t h e  L a g r a n g i a n  s t r a i n s  n. , a s  
* k j  K1
1r  — Ci j n * jt Ci ■ n n  + . * .  , (. A . 3 }kjmn inn 2 kj mnop mn op
S u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n  (A*3J i n t o  e q u a t i o n  [A .1> and 
t a k i n g  t h e  t i m e  an d  phase  a v e r a g e s ,  we have
^ " *"k jmn^ i  k  ^umn  ^ 4 ^kjmn^mn ^ u i k ^
1 1
2  S t  jmn^ ik ^ r m ^ rr^  + 2  S< jm nop^ik^Umnacp^
+ O l u 3 > , ( A . 4 )
where
S u i
u i j  a * ¥ 7  * ( A . 5 )
J
We a s su me  t h a t  t h e  s y s t e m  i s  composed  o t  a s e t  o f  
random a c o u s t i c  w a v e s  h a v i n g  s t a t i c  and t i m e - d e p e n d e n t  
c omponents  i n  e q u i l i b r i u m  s u c h  t h a t  t h e  a v e r a g e  t o t a l  
s t r e s s  wh i c h  i s  composed  o i  s t a t i c  and t i m e - d e p e n d e n t  
c omponents  must  v a n i s h
( A , f t .  >
s i
imn
Hence ,  e q u a t i o n  { A . 4)  becomes
*"1 jmn^uinn  ^ ^k jmn^uinnuik^ f 2 ^u rmu r n ^ i j t
* 7  Ci j m n o p ^ u mnu o p )  * <A - 7)
In o r d e r  t o  s e p a r a t e  o u t  t h e  s t a t i c  and t i m e  d e p e n d e n t  
components  we e x p r e s s  t h e  p a r t i c l e  d i s p l a c e m e n t  i n  t h e  form
u i = u i  + u i * (Al H}
where i s  t h e  t o t a l  d i s p l a c e m e n t  due  t o  t h e  s u p e r p o s i t i o n  
o f  a l l  p o s s i b l e  a c o u s t i c  modes , u?  i s  t h e  t i m e  i n d e p e n d e n t  
s t a t i c  p a r t  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t  c o m p o n e n t s  and u j  i s  a 
s u p e r p o s i t i o n  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t s  o f  a s e t  o f  random 
a c o u s t i c  w a v e s ,  we w r i t e  u^ as
uj  - Ui ( l l  f  : t N j  C1 J x y  1 ) - V j ( l  ) t t e x ) + if ^  ( 2 ) f  j  + . . .
( A. <n
where
IL = u n i t  p o l a r i s a t i o n  v e c t o r ,  
Nj -  u n i t  p r o p a g a t i o n  v e c t o r ,
© -  random p h a s e .
9 2
Hence  t h e  t i m e  and p h a s e  a v e r a g e  o f  e q u a t i o n  ( A , 9) I s
(  u } >  = 0 ( A . 10)
T a k i n g  t h e  s p a t i a l  d e r i v a t i v e  o f  e q u a t i o n  ( A . 9) we o b t a i n
* u ic—-  -  L , [ l ) N . ( l ) f ’ i  U , ( 2 ) N J 2 ) f ’ H . . .  ( A , 11
i I J 1 1 j 2
where  f 1 d e n o t e s  t h e  d e r i v a t i v e  o f  f  w i t h  r e s p e c t  t o  i t s  
a r g u m e n t .  C o n s e q u e n t l y ,  s u b s t i t u t i n g  ( A , 11)  I n t o  ( A . 7)  t 
and u s i n g  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  t h e  c r o s s  t e r m s
p h a s e  a v e r a g e  t o  z e r o ,  we o b t a i n
- C.  . / u  \  -  [ C, . U U , N N. t i c . .  U. U. N N +i jmrA mn /  kjmn m i n k  2 i jmn k k m n
1  C, , U U N N j ( i f  ’ ) 2 > (A. 13)2 i j m no p  m o n p Jr^ r *
To e s t i m a t e  f^ we come back  t o  t h e  e q u a t i o n  o f  
mot i o n
f  * a . P, . 
( A . 14).  I j
where  f o r  c o n v e n i e n c e  we h a v e  d r o p p ed  t h e  i n d e x  r s o  t h a t  
v t - v ^ l r ) ,  P -  P ^ t r )  e t c .  Let  us  m u l t i p l y  e q u a t i o n
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(A.LA) by u.  and w r i t e
« d f n . v . )  u,  , 2 )  ( u , P ,  J  F. .Ju,
r °  3 t  1 1  - r ° ( 3 t  11  ^ j i T  1 i J  “
j
Since  and a re  bounded we may w r i t e
^ (;( u i v i )) =  0 ( A . 16)
I n t e g r a t i n g  t h e  r e m a i n i n g  t e rms  o v e r  t h e  volume o f  the  
s o l i d  we o b t a i n
< E > -  -  / V i j  d S j ( A . 17)
where we have  u s e d  t h e  G r e e n ' s  t heorm
j >  U j P t j  d v ,  J U i p t j  d s .
f  j  -5
and h a v e  w r i t t e n  t he  modal  e n e r g y
< E > ^ o ^ Ul ) 2 >
( A- Id)
( A . 19)
Assuming the  s u r f a c e  s t r e s s  t o  be z e r o  we w r i t e  t o  l o w e s t  
o rder  i n  the  d i s p l a c e m e n t  g r a d i e n t s
H 4
\ =  C. . / u ,  ,u \  = C. . U . U N. Nj j a j  /  i j m n \  t j  m n /  i j i rn  i  m j  n \  /
( A , 2 0 )
s e t t i n g  f L =  Ci j m t V i \ l ^ i Un  we o b t a i n
J  (  ( £ '  ) 2>iiV -  ( A . 21)
Now we c o n  w r i t e  e q u a t i o n  C A * 13)  i n  t h e  form
J < £ m>dV . < 2 ^ >C1 J m l f V W d V _ _ / Q ^ y ( E } r  ) A . 2 2 )
where
- O 1 -* -  [ C, . U LL N N, + 1  C M U. U, N N + ^r kjmn m i n k  2 ijmn k k m n
1  C f l  U  U  N  N  } ( A , 23)2  i j m n o p  m o n p r
To t h e  l o w e s t  o r d e r  a p p r o x i m a t i o n .
C4 . uinn + 11 nm -  C., t n  (A,  24)t j mn  j— — i j mn  mn
I f  we l e t
f « 
J - 5SSL dv _ «  nmn »
( A . 25)
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e q u a t i o n  ( A , 22)  be co me s
Ci i -  S 1 J /  E> (A.2fc )ijtnri* mn" r '  ' v  ,
w h e r e  wc h a v e  d e f i n e d  t h e  a c o u s t i c  t e n s o r  5 ^  by
S 1  ^  ^ ( Si'®) . ( A . 27)r R r
F o r  a c u b i c  c r y s t a l
( t  n n J  , ( A . 28]sv xa r r  mn
t h e r e f o r e  e q u a t i o n  ( A , 2 6 )  becomes
C, 4 I  n -  K1J /  E > * ( A . 29)i j m n  mn r '  r '
C o m p a r i n g  e q u a t i o n  ( A , 29)  w i t h  e q u a t i o n  ( 1 7 ) , we f i n d  t h a t  
t h e  a c o u s t i c  t e n s o r  d e f i n e d  i n  e q u a t i o n  ( A , 27)  must  be  
r e l a t e d  t o  t h e  g e n e r a l i z e d  G r u n e i s e n  p a r a m e t e r s  o f  s o l i d s .
In t a b l e  C A - 1 ) t h e  a c o u s t i c  t e n s o r  d e f i n e d  In e q u a t i o n  
( A . 27)  and  t h e  g e n e r a l i z e d  G r u n e i s e n  p a r a m e t e r s  d e f i n e d  by 
t w o  o t h e r  a u t h o r s  a r e  g i v e n  f o r  i j -  )1 ■
Summary: In o b t a i n i n g  e q u a t i o n  ( A . 29)  we a s su me  t h e  
p r e s e n c e  o f  a s e t  o f  random a c o u s t i c  w av es  p r o p a g a t i n g  i n  
a c o n t i n u o u s  medium.  The t o t a l  d i s p l a c e m e n t  o f  a  m a t e r i a l  
p o i n t  i s  e q u a l  t o  t h e  s u p e r p o s i t i o n  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t s  o f
9 f>
t h e  random wa v e s  and a s t a t i c  d i s p l a c e m e n t , We f i n d  t h a t  
t h e  s t a t i c  s t r a i n s  a r e  c o u p l e d  t o  t h e  e n e r g i e s  o f  t h e  
random a c o u s t i c  waves  by an a c o u s t i c  t e n s o r  A f t e r
compar i ng  e q u a t i o n  ( A , 29 )  w i t h  t h e  t h e r m a l  s t a t i c  e x p a n s i o n  
e q u a t i o n ,  we c o n c l u d e  t h a t  t h e  a c o u s t i c  t e n s o r  i s
r e l a t e d  t o  t h e  g e n e r a l i z e d  G r u n e i s e n  t e n s o r .
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